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三 角 级 数 ， 寅 理 埃 级 数 


1. 定 义 


很 如 go, 1， …;b1，5s,… 等 数 与 变数 2 没有 关系 , 那 末 称 


t (D $+ es eonnetb, Bin sur) 


是 一 个 三 角 角 数 .〈 忆 的 系数 4.,5, 都 是 实数 ,第 一 项 的 与 于 是 为 方便 
《 群 明 于 后 ) 起 见 而 引入 的 ， 写 着 x 一 e”, 那 末 i 


. (2) 于 mm+ 允 Can —ib) zn 

的 实 部 ; 称 (2) 的 虚 部 

(8) EB (wsinwz 一 pooana) 

为 (4) 的 共 慑 航 数 .例如 : 当 0<r<1, z=re”, 0<w 志 2r 时 ,一 般 数 

部 1+ 如 十 … 一 雪子 二 的 实 部 z oe 


Pre) -到 + 局 ooan | | 


‘Rll 1+zl 
| Re 人 | 


OH rn 


三 角 航 数 。 富 理 坡 极 数 
和 虚 部 


Q(z) 一 村 pw Sin nm 


都 是 收敛 的 三 角 般 数 , P(x) 和 人 (2%) 是 互相 共 略 的 .由 于 
1+z2 1—z 了 工 一 位 十 277Simy 
1—z2 工 一 2 工 一 2 08S4 十 9 ? 


所 以 
1 — 2. 
一 2( 工 一 27 09 十 3， 
Q,(#) = 7 Sn 比 


写 着 mw 一 去 (4 一 be) ,本 co 和 一 0, 那 来 (1) 的 最 初 mn 二 1 项 的 


和 


B= 计 i 可 3| {Ge~é6a) ers+ (Geddy)e me} 


等 于 访 op 称 ,名 om 为 全 的 复数 形式 , 或 是 罗 般 (Laurent) 瑶 
数 的 形式 ， 当 4 天 0 时 , 访 

G 一 |4| snG; 
当 a=-0 时 , 规定 sgn 一 0。 那 未 ，(1) 的 共 辑 地 数 (3) 可 以 写 三 罗 郑 地 
数 的 形式 


(4) -io SBm hes, 
和 时 般 数 的 性 质 , 往 往 用 到 阿 培 耳 (Abel) 变换 ， 屋 
7 一 wo 十 饮 十 … 士 络 ， 了 -xz 一 0， 


基 p> We Vk = > (Up 一 Ut- vx。 从 而 得 到 阿 培 耳 变 换 : 


nn nt 
(5) 2 Uy Vk = 之 Ux{(V— V41) 一 m-10m 二 Usv. 


当 般 数 于 | 由 一 ou- 政策 时 ， 称 {ok} 是 一 个 有 办 变革 的 数列 ， 利用 GO)， 


a 


2; 志 交 五 数列 


我 们 就 能 疼 明 下 还 
- 定理” 假 散 vo, 01 … 是 一 个 有 界 变 差 的 数列 ;在 区 责 [e, 58] 上, 般 
” 数 和 三 w%(%) 是 均匀 有 界 ， 那 末 圾 教 2 wwu(c) 在 [a， 芭 上 均 多 收 伍 ， 这 里 


妒 一 一 im 到 1。 


束 实 上 ,一 o0 十 (v4 一 00) 十 … 十 Cn 一 05-1) (mn 一 1,2,…) 是 有 
限 的 ， 于 (5) ; 识 m==0, i 一 Ui(w) , 口 _1(w) 一 0, 则 当 |U4| 所 及 时 ,我 
们 郊 到 

| 由 大 一 入 Us (wx— Vet1) 十 Taon 。 

吉方 的 [Ds (ve— vhs) | <FK|w— gr+i|; 从 而 了 Up (06 一 Vwt1) 移 对 的 义 
钥 ”， 注 意 到 UU,w; 与 做 于 0, 就 知 卫 wo 与 伍 . 

例 当 %>0 时 ,在 区 问 [s, 2x 一 s] (> 个 上 两 个 闫 数 之 o 98 人 
和 三 4sinnw 都 匀 伊 . 

事实 上 ,1 cosz 十 … 十 coswz 和 sinz 十 sin 2 十 … .十 sin mi 分 别 
是 代 一 se) / (1 一 2) (z=ev) 的 实 部 和 章 部 ,它们 在 te, 2 一 引 中 是 有 界 
和 的， 


2. 直 交 画 数 列 


当 画 数 9 (2) 在 区 间 <s<P 中 是 可 测 ， 并 且 [g (2)] 在 [a, 上 
， 的 积分 存在 时 , 我 们 谣 p(wm) 在 [6, 站 中 是 一 个 平方 可 积 酷 数 ， 记 闭 
”fw) EI(a,0), 或 是 ED (a, 0). | 
谣 pr (2) ELa(9,5) (nm 一 0,1, 2,…); 假如 


0 ， 
| pn(o)pn(a)d 一 上， a ke 


那 未 称 fpu(o)} 是 [o, 可 上 的 一 列 寺 交 面 数 ， 当 ) 都 等 于 工时 ， 称 

{ga(w)} 在 [4,51 上 是 就 范 的 。 

go 91(2)，… 在 [4, 可 上 是 一 列 就 范 的 直 交 画 数 , 当 积 分 
oo 人 fle) pal de (n=0, 1, «1) 

一 我 们 时 克 对 政敌 并 且 均 匀 收 和 的 级 数 为 邦 对 的 乌 衣 。 


TV 
Ci = 和 全 i 
和 


<。 三角 级 数 党 型 块 艇 
都 存在 时 , 称 co, cl, … 为 了 (人 z) 关于 {pn (2)} 的 富 理 埃 (Fonrier) 系数 ， 
称 表 数 也 cngn kz) 为 to) 的 寅 理 埃 极 数 ,我 们 让 着 


fw) ~ 忆 copn(o). 


a 型 数 列 -7 ， COS LT, Sn w+, COS ru ， sin nw, … 在 区 了 间 (一 ww, mr) 


上 成 直 效 系 ， 其 中 任 一 夯 数 平方 在 [一 x, x] 上 的 积分 都 等 于 w。 当 
Fo EL( 一 x, T) 时 ,得 到 了 (w) 的 富 理 埃 系 数 : 


am- 地 | f(a)de, 


-元 | F 太 (2) eos ne dr, 
.| 了 (7) sin nw dr 
(n=1, 2, .…), 

我 们 称 三 角 般 数 (中) 为 了 (ww) 的 富 理 埃 般 数 , 写 着 | 
(8) fr) ~ 去 mo+ 3 (gnCo8 ng bn Sinnw),. 
本 篇 专 论 三 角 疾 数 ， 有 时 寺 《的 的 右 方 为 训 [ 力 ， 又 甩 (6) 的 共 师 胡 : 
数 为 [用 . : 
下 述 定 理 是 富 理 去 骤 数 的 初步 性 质 : 证 


定理 (i ) 假如 ca 和 了 都 是 常数 , 那 末 
SE[af+bg9] =aS[f] +5S[g]. 
(二 ) 假如 三 角 毅 数 (D) 匀 艇 于 f(z) , 那 末 , (了 ) 就 是 Sf 用. 
Gii) 惕 画 数 的 定理 埃 般 数 是 余弦 般 数 .。 奇 画 数 的 富 理 埃 般 数 是 
正 弦 角 数 . 
【 施 明 】 (人 是 明显 的 。(ii) (了 与 伍 于 了 (ec) 的 应, Fo) 是 连 纺 
的 ,从 而 当 m%>0 时 ， 


三 | f(g) Pe ne do 
= 名 ma 0 noooghe dw SD bh 二 | oo8 no sin jp dg 
3 Kr 


- =1 全 J- 


= 》 
此 式 当 m 一 0 时 也 成 立 ， 但 加 =0.， 这 就 证明 了 (iD . 
(说 ) 当 开 (一 0) =f (0) 时 ,了 (2) sin hw 在 [一 mw, mw] 上 的 积分 是 0， 


所 以 加 一 0 4% 一 1,2,…)， 若 玉 一 0) 一 一 f(z)， 则 f(z)eoshz 在 - 


(一 wm, w) 上 的 积分 等 于 0, 从 而 ow 一 0(h 一 0, 1 …). 
对 于 取 复 才 值 的 而 数列 ps(z) (a<z<b, n 一 0, 1, 2,…) ,假如 


| pn (0) Pao) do Bon, 
这 里 Bs 一 1 6.m 一 0 (nm) ， 那 未 新 : 人 5] 上 艳 一 个 就 范 
的 雹 交 硬 数列 , 例如 在 [一 “，w] 上 , 面 数列 3o™ (hn 一 0, 1， 一 1, 2， 


—2, 3， 一 9， …) 是 直 交 而 就 范 的 . 当 实 西数 (ww) 在 [一 7z， NwX] 上 可 位 | 


卫 积 分 时 ,已 的 [及 可 以 写成 复数 形式 
(7) fw) ~B ooo", 
这 里 


0 去 全 f(z) edw, 
号 闭 20,—=0n—%D,, 痢 末 人 从) 就 可 以 化 刻 (@) 的 形式 。 


适合 恒等式 (w+27) 二 f(2) (一 co<a<eo) 的 ja)， 称 它 做 以 
2w 为 周期 的 周期 沙 数 。 当 f(x) 在 任何 有 限 区 间 上 可 以 积分 时 ， 如 时 


了 (e+2m) 三 了 (e) 的 谣 , 积 分 
Js f (人 四] 
的 值 无 关于 4. 
关联 着 (6) , 我 们 有 系数 公式 一 一 欧 拉 (Bulem) 公式 一 一 


®t fn do (nm0, 1, 2 


当 这 些 积 分 都 是 在 黎 受 的 意义 下 存在 时 ， 称 {6) 是 一 个 黎 坚 -~ 富 理 埃 般 、 


数 ; 假 如 f(2) EL( 一 xw, 5), 那 未 (6) 是 一 个 勒 黄 格 - 富 理 埃 般 数 ， 简称 
富 理 埃 报 数 .一般 地 必 : 当 (8) 都 依 某 种 意义 存在 时 , 称 (8) 为 某 种 意义 


2. 直 交 面 数列 8 


' 
人 
tk 
De 
了 
时 
ke 
Sg 六 
四 
ee 
Ce 
人 
| 
A 
-il 
el | 
了 
Ds 


和 


。 三角 极 数 ， 富 难 块 角 歼 

的 定理 堪 般 数 . 假如 信 [ 丹 和 儿 [g] 都 基 富 理 志 桥 数 , 那 未 当 了 (ze) 几 
平 处 处 等 于 y(4) 时 , 信 [ 丹 和 所 [四 是 相同 的 .在 下 面 这 一 节 里 ,我 们 
将 证 这 个 精 果 ,成 并 着 道 定 理 . 


3. 三 角 男 数 系 的 完 溃 性 - 
酸 pn(2) (wn 一 0, 1, ") 是 [4, 玖 上 的 一 列 度 交 画 数 ， 假 如 等 式 
| rpm-0 (n=0, 1,.) 
常 包含 7(z) *0 (几乎 处 处 等 于 0) , 那 未 说 {pu(c)} 在 区 间 [o, 引 上 成 
一 完备 系统 . 
定理 ”三角 图 数 1, oog %, sin 4 ，…，cos nw sin mw,… 在 [一 wr, 光 ] 
上 成 -完备 系 芋 . 


【证 明 】 首先 对 于 连续 夯 数 je) ,从 Fe 十 278) 一 ec) 和 
上 jc) ur de—0 (n=0, 1, 2, .…) 


导出 Ce) =0, 假如 fa) 大 0, 知 道 必 有 如 下 的 正 数 。 和 [zo 一 8,20 十 本 
忌 [ 一 季 ，m] : 
f(r)>s (ro 一 S<2zszo 十 3: 
我 们 未 妨 假 融 zo 二 0， 画 数 兄 (四 一 (1Teosw 一 oos 8)" 是 一 三 角 多 项 
式 ,从 而 | : 
| rroDaz-o. 
但 是 这 个 积分 大 于 


|,f@T@ a () + ) 0 Lae 
> ?ae- 全 eolae-| If) len. 
第 一 个 积分 大 于 : 


2 2 
当 ”>co 时 ,此 式 趋 向 于 00; 这 是 矛盾 。 


| (1+eos F-00808) an 一 (1+eos 人 -oos 3) 3 


由 是 可 知 : 当 yo 一 co, …, 和 一 匀 时 ,ELP 取 最 小 值 ,和 并且 


公平 可 积 的 醒 数 了 
. 其 次 ,假如 有 可 积 栈 数 了 (w) 适合 - 
[FOR red-0 (n=0, 1, 2 
那 未 违 逢 画 数 
万 (= 中 Ju- 过 | 下 f(a dw 
的 一 切 富 理 志 系 数 者 等 于 0， 事 实 上 ， 
| ztoar=o， 


有 FP(w) O03 Ho dz 一 于 天 全 Fojsm pw de 


=0 (%>0), 


从 而 五 (zw) 二 0, 了 f(z) 几乎 处 处 等 于 0， 诈 明 完 毕 ， 


取 假如 名 [ 力 = 人 [9], 那 末了 (2) 几乎 处 处 等 于 9)， 假 如 


_G{[ 万 与 竹 于 g(z), 那 示 了 (wz) 几乎 处 处 等 于 gl2). 


生 ， 和 平方 可 积 的 洲 数 


改 go(z)，9gx(z)，… 在 fa, 6] 上 是 一 列 就 范 的 直 交 机 数 ， 
z fls) € Lsle, 9], z 


f (0) ~ prs). 
我 们 要 求 常数 Yo,y1，-…, Ya, 使 积分 
N= -rps)) a 
取 最 小 值 ， 由 {gx} 的 直 交 性 , I,( 了 ) 等 于 
| [fjao-2 访 ayrt 训 7 
= 了 ro- 名 4+ 访 (e-7D* 


ott to | [Fe) de. 


ee 


A de ，  。  ，  、， 。 


三 角 琢 数 ， 富 理 翅 般 数 


这 个 结果 ， 是 透 普 类 (A, Toepler) 于 1876 年 指出 的 、 上面 的 不 等 式 ， 
对 于 任 一 正 整 数 % 成 立 ,因此 得 到 具 骞 耳 (Bessel) 的 不 等 式 ;: 


. (9) <| [0) pa. 
特别 当 (6) 中 的 了 属于 五 (一 am) 时 ,从 (9) 得 到 
(10) 圭 + 避 (46) < | Ef (0) Jde. 


此 式 指出 之 只 和 也 加 都 是 收敛 般 数 ,人 后 我 们 将 诈 (10) 中 等 号 成 立 ， 
称 此 等 式 为 派 司 伐 耳 (Parsevyal) 等 式 ， 当 {pn} 在 [4, 5] 上 具有 完备 性 
时 , 《9) 也 成 等 式 ， 
无 葵 怎 样 ,我 们 已 沟 证 得 如 于 的 车 果 : 当 ELs 时, (9) 中 的 or 一 0 
《190) 中 的 @ 和 5; 都 收敛 于 0， 这 些 结 果 可 以 简写 为 
on=01), Gn—0(1)}, b,~—0{1). 
一 般 地 就 ; 当 g(z) >0 划 且 . 


lim -二 一 一 了 多) =0 
TTy gv) 


时 ,我 们 葡 写 做 了 (%) =0(9 2)) (oao) ， 当 2>oo 时 ,假如 (2) /g (4%) 
的 移 对 值 小 于 一 个 常数 , 那 末 写 着 
f(z)=O(lg(e)[) (2 一 oo) 
这 里 ze 可 以 为 co, 也 可 以 是 一 个 有 限 数 .这 些 写法 ,是 蓝 道 (也 . Landau) 
首创 的 ,现在 广泛 地 帘 采 用 、 记 号 
fo) g(r) (v0) 


表示 lim 1 1， 假如 , 当 4>w 时 ， 有 两 个 正 的 常数 4 和 B 通 合 


于 4< 人 3 <B， 那 末 写 闭 

了 (zw9(2) (v0). 
例如 : 当 z>0 时 , 2 一 ojz|), 当 wo 时 ,2 一 0453)， 当 231 时 ， 
logz 一 0 人 1 一 4 ) , 当 %-30 时 ， 


| 
Ot on 


4. 平方 可 积 的 夯 数 
0 起 了 (和 gg 从 在 区 间 [a, zjz<2 上 是 可 积 的 : 
Flo) -| f Oa, 


Go) -| 全 df_ yoo 
(er->5) 
根 如 9 (0， (vw) 二 09(%)) (>5)， 那 末 王 (z) 一 0(G(o)) , 事实 上 ， 
对 于 s>0, 有 如 下 的 c=e(e): 当 c<z<8 时 ，[f(o)|<sg( 人 从 而 
Pw)|<| lf iarre Ge), 


; |[F(w)| 
EY 


由 是 邹 得 也 (z) =o(G(w)), 因为 。 是 任意 的 
“区 这 个 粘 果 , 容 易 导 出 对 于 航 数 的 类似 定理 :发 
gr>0, 91+ ga "十 gn->o0 (nco)， 
则 当 疡 =o(g.) 时 ,成 立 着 
| fi+***+fn—o(gt+ + gn), 
Qi) 履 7(o) 是 一 个 正 值 单调 匡 数 ， 
F=f (0) +F OD + +f 一 | f (0dr. 
那 末 当 了 (e) 是 一 狂 小 丽 数 时 ， 极 限 lim Z。 存在 ; 当 jz) 古 一 增加 国 
数 时 ,成 立 着 J(0) < 了 ,<f(n)， 
事实 上 , 当 fF— —1) >f (Ek) (到 一， 2， …) 时 ， 
o<|’ flo) df 8) < FD) FD. 
正 项 般 数 并 (让 作 一 1) 一 让 (区 ) 收 驮 于 了 (0) 一 lim 了 (m) ， 从 而 当 %>oo 
时 ， 


习 { 人 rom -7 -7O- 


的 极限 存在 ， 假如 了 (zz) 是 一 增加 郴 数 , 那 末 从 
17G- Dsl f (wdv<f (h) 


se 
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三 角 般 小， 富 理 埃 报 数 

得 着 写 f 一人)< 上 了 @) do< 训 1(6). 因此 ， 
z f (0) P< fln). 

网 如 了 (2) 四 的 话 , 就 知 1+ 襄 十 … 十 二 一 


有 极限 存在 ,所 谓 欧 拉 的 常数 ;实际 上 , 此 常数 等 于 
0.57721566490158286060…. 


当 a 之 一 1 时 ,成 并 着 


人 ad a. De n+ 
1* 十 2 十 十 守 i 


1 


mn”+1 


logn 当 % 一 co 时 ， 


竺 别 当 -1<a<0 时 ,极限 im (高 六 一 和 汪 ) 存在 . 


第 一 章 


富 理 竣 级 数 的 收 仇 


1， 富 理 埃 级 数 的 运算 


I. 用 马 L7e)] 的 系数 来 玫 示 信 LJe 十 a)] 的 系数 


证 
(1) f(%) ~ 于 mt+ 包 (gnCosnz b, sinng) , 


Fw 上 a) ~ 去 Cofa) + 总 {Gn(Q)eo0s nw 二 0a)sin mw} ,这 里 
(2) a4) =a.608 na bnsinna, bi,(0) = — osin ng Dh, cos neg, 
事实 上 ,将 (了 写成 复数 形 cre 的 语 , (十) 的 系数 可 从 下 式 
算出 : 
1 & fw+a) -ins dp = _ Len 站 f+e) ein(rta) LV 一 emae 
97 -rs 2m 一 近 Ns 
久 [f(% 十 @)] 的 一 般 项 w(ayoosnz 十 加 (osin nz 必须 等 于 
CB ein 十 C_,E 人 0 一 1 


一 (gn— dos) e+t® + 言 (cu 十 全 ,) 6 iNet+a) 


—dh C0 nwo) + osinn{rto). 
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由 是 得 到 (2) 


II， 两 务 数 的 周 族 数 
当 画 数 
ha) | f(tdg) 


存在 时 , 称 它 做 和 9 的 周 散 落 数 ， 对 于 可 积 画 数 了 和 g 的 周旋 画 数 
的 研讨 ,我 们 需要 下 面 的 

引 理 ”假如 f(z) EI(g, 5) , 那 示 对 于 任意 两 正 数 s 和 5, 必 有 全 
连 奈 画 数 p (+) , 使 不 适合 于 | (8) 一 p(w) | <8 的 一 切 s(a<z<<3), 咸 
一 个 测度 小 于 8 的 集 . 

【[ 壮 明 】 当 f(z) 是 一 个 有 界 正 值 画 数 时 , 存在 着 如 下 的 自然 数 
% :jz) <n6 (ez<<5)， 画 数值 了 (%) 落 在 [v6,(v 十 1)6) 中 的 一 切 % 成 
一 点 集 如 ,(v 一 0,…,n 一 1)， 作 开 和 集 OO 包含 召 ,而 使 测度 |0,| 一 | 本 | 
十 s/3n、 于 0, 中 取 有 限 个 区 间 , 使 这 些 区 辣 所 成 之 点 集 8, 适合 


: IS,|>10.| 一至- 
固定 », 作 如 下 的 画 数 
1 (wvE8,), 
(0) -| (ES,, a<r<h). 


那 末 水, (e) 的 不 连 炉 点 是 S, 中 茶 一 区 加 的 左 端 或 是 右 句 , 从 而 这 些 点 
的 个 数 是 有 限 的， 将 由。 (2) 的 任 一 不 连 粮 点 的 附 泊 , 改修 岂 (5) 的 值 ， 
使 它 变 成 一 个 全 连 粳 留 数 9。(z) 所 ,5)(sE Sv) ,和 并且 使 po (go) 玉 由 人) 


的 一 切 2 所 成 之 集 6., 其 测度 小 于 到 。 
在 点 集 5 如 .一 e, 上 ,成 立 着 
0<f (2) —9,(0) <8, 
由 是 , 全 连 禹 而 烤 9 (2) 一 go(a) 十 … 十 gle) 在 点 集 加 (3, 妃 , 一 0,) 
上 ,满足 0<f (w) 一 p(w) <8， 但 是 ， 不 满足 这 个 关系 的 一 切 点 所 研 之 


1. 客 理 块 级 数 的 运算 18 
集 是 合 在 
B= {(0,—B,)+ (0,—8,) +e.} 
中 的 ， 由 于 
iB| <m 十 和 有 二 一 8， 

所 以 引 理 当 闻 (%) 是 一 个 正 值 有 界 画 数 时 成 立 ; 从 而 当 f(%) 是 一 个 有 界 
画 数 时 成 立 . 

让 了 72) 是 一 无 界 夯 数 ，|7(z) | 在 [ce, 8] 上 的 积分 为 TI。 对 于 正 数 
#, 适合 于 


fl I> (oo<b) 


的 一 切 v, 成 一 点 集 召 ,; | 召 ,| < 起 ， 作 有 和 界 丽 数 
_ff() (ER,), 
f.() ={ 1 (EH). 
对 于 f。(z), 有 全 连 粮 画 数 p(2), 使 
[fel2) — 9 (2) | <6 
不 成 立 的 一 切 z(a<x 拓 下 所 成 之 集 6 的 测度 小 于 号 ， 假 如 
iE EB,, 
那 末 
fl) -po) != 1f.(%) —9 (0)|<6, 
由 于 品 十 妥 的 测度 小 于 训 十 于 一 8 所 以 引 理 成 立 ， 
系 1 jz) ELla, 让 的 话 , 对 于 任 一 正 数 7, 必 有 全 连 种 责 数 
9 (2) , 适合 
lf -p00) la 
事实 上 , 当 |f (z) | < 时， 可取 引 理 中 的 全 可 入 画 数 p(x) 适合 
ig(2) | 所 用 ， 从 而 
人 -9C) lds<8C6—0) +2e, 
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取 8 和 6 足够 小 , 可 使 8 忆 一 十 2 型 <9 .假如 了 人 ) 是 一 无 界 醒 数 ， 
那 末 先 取 很 小 的 8, 次 到 适当 的 全 连 米 画 数 p(z)， 可 使 


[fe la<f If -flado+| -we | 加 <- 
利用 系 工 , 我 们 就 能 建立 积分 的 狂 序 交换 公式 : 
系 卫 变 
YEFe b), g(y) EL(a, B), tr, y) EO[a, b;a, BI™, 
剧 
(3) [rw [| (CALACE wacjay=[ fo)|| gw) 天 (2， Way a 


但 是 ， 这 个 车 果 可 以 从 下 述 定理 直接 获得 : 假如 fte, 3) 在 类 有 形 
[e, 5;a, 8] 上 可 以 工 积分 , 那 末 两 个 积分 


[fe, war | fe, Way 
分 别 在 ua<sgy 和 8& 和 es 和 ws 上 几乎 处 处 存在 ,着 且 


Freoals-fr reow]e 


这 些 积分 都 等 于 f(z, 急 在 算 形 [4, 5;a, B] 的 积分 . 证 明 可 并 著者 的 
< 实 画 数 诅 > 第 八 章 $ 10， 我 们 称 (4) 为 富强 尼 (Fubini) 公式 . 

利用 (3) 和 {(4) ,我 们 就 能 永明 

定理 ”假如 9g) ~ 也 die 和 了 (4w) ~~ 卫 csem 都 是 二 具 格 - 富 理 埃 
般 数 , 那 示 它们 的 周 施琅 数 h(2) 属 于 (一 xw, w) ,并 且 信 [Ah] 是 
(5) h(t) ~ ET 0nd_n0m, 
【证 明 】 讼 f1 (4) 二 max(f(@), 0), f-(%)—min (Jo)， 0 同 
样 可 以 定义 gz) 和 9-(2); 基因 

fle) = To) ，g(z) 一 gt) 十 9- a 

jp 人 ze) 是 下 列 四 个 画 教 


人 -去 | fw+D gv) dr, », 


#) 全 式 表示 : (2 协 是 算 形 了 ;asspby wx<3y<8 上 的 束 续 三 数 ， 


Ee 


1. 富 理 埃 般 数 的 运算 1 


OE RAC EAL 
的 和 和: 
hw) hs, {0) Fh (vm) + htm) +h (2), 
我 们 只 要 放 明 h,, ; (2) 的 几乎 处 处 存在 , 就 能 明白 (z) 的 几乎 处 
处 存在 ， 这 就 是 襄 , 要 证 及 (x) 的 存在 ,不 妨 假设 了 和 g 都 是 正 值 画 数 ， 
证 gn(2) 一 min (n, g (2))， 


RC CL AGL 


我 们 得 到 单 钴 增加 的 面 数列 {如 }: 及 (2) < 加 +1(8)。 利用 富 病 尼 公 式 ， 
井 且 注意 着 7 (z 十 2r) = 六 (z) ,我 们 见 到 


a hdo=| 9 | 全 Fe+Dadr] =| g, wat” f lw) de, 
当 m>oo 时 , 右 方 有 极限 值 | gdt- | faz。 由 勒 区 《Levi) 的 定理 ( 容 看 
著者 的 < 实 画 数论 ?第 从 章 86) ,lim hw) =h(wW) 可 以 积分 ,并 且 
Hm | hv) ds— 上 hla)de. 
最 后 就 明 (5)。 利用 (3)， 


1 fr 二 入 
这 | 2 人 )4 4 


[fetDg De mdtde 


- 记 -| ge [去 人 fw et de | 2 一 dnCn, 


证 明 尘 上 毕 . 
ITI. 富 理 埃 级 数 的 逐 项 投 分 


假如 全 过 蒜 画 数 js) 具有 周期 2x, 那 末 SL 用 的 本 本 全 作 下 般 数 
亿 '[f] 就 是 了 (2) 的 定理 埃 航 数 人 Lf, 


事实 上 ， 
起 fem fo, 


所 以 关子 (o) 一 ooerr, 得 到 用 (9) 一 各 wepe， 
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更 在 考 碾 分 区 全 过 迷 画 数 产 (2) 的 名 [及 . 在 0<w<2xw 上 的 分 区 
全 连 蒜 画 数 了 (w) 是 这 样 的 : 设 0 一 p60 过 zz 之 … 之 m4 一 2x， 假 裔 
f(t itO0) =F 0), ft,—0 =f (lr,), 
居 f(z) 在 [zw_1, oo 上 成 一 全 连续 西数 ; > 一 1, 2,…, n. 由 是 f"(2) 展 
于 工 (0, 2r) , 存在 着 名 [j] ; 一 般 地 襄 : 
0 一 to 士 0) 一 Fo 一 0) 0., 


;Pp( 土 0) 一 土 抑 . 
晤 
Et)—d ps—m0) Ft di yp Tn-1) ， 

我 倍 见 到 页 (x, 十 0) 一 儿 《zs 一 0) 一 @。 三 (v=0, 1, "yg n~—1) > 从 而 
9 他 ) = 4) 一 五 人) 成 一 全 过 类 画 数 , '[g] = 各 [9g] 由 是 , 我 们 可 以 
许 明 如 下 的 定理 . 

定理 设 了 cx 十 2z) 三 六 是 分 区 全 连续 的 ,其 在 0<c<2r 中 的 
不 连 粮 点 是 me(p 一 0, 1 2, [9)， Tr, 一 f(z 十 0) 一 ro 一 0)。 瑟 三 


角 极 数 部 十 总 cosme 为 D(%) 的 时 ,SS'[ 用 一 SG[ 了 可 以 写成 
SD(e—z,). : z 
[征明 】 由 于 g (2) 一 f(z) 一 人) ,所 以 g (2) 一 户 人 十 为 本 几 
平 处 处 成 立 、 因 此 ， 
SA -SI+ SDI+ dS Io G0)] 
= [f+ 吝 训 + 识 4[D(e-z) -总 | 
-© [fF']+ Da Doo,). 
定理 诈 明 完毕 ， 我 们 还 应 该 注意 到 三 角 级 数 了 D(z) 的 一 个 重要 幅 质 是 
它 的 阿 培 耳 和 
lim ( 雪 十 fc08 2 十 六 608 24 十 ，… 人 


r=1—0 


九 乎 外 处 是 0. 


1—r 
en 2(1— —2r CO mt) 


1. 富 理 埃 狼 数 的 运算 47 


IV， 富 理 志 -斯 亦 耳 吉 司 (Fourier-8tieltjes) 级 数 


发 局 期 夯 教 卫 (z) 在 区 天 [ 一 ”， 季 .FE 为 有 界 变 益 ， 那 末 黎 至 -斯 攻 
吉 司 积分 


(0) ape) n=0, 1, ) 


mm jr sin 


都 存在 ,我 们 称 以 6, 5, 为 柔 数 的 三 角 禾 数 为 4F(z) 的 富 理 埃 - 斯 蒂 耳 
表 司 航 数 , 居 之 以 多 [dF]: 


dP (wo)~ 寺 c++ S, (os cos nz+ br sin ng) , 


当 四 (o) 是 仅 速 逢 夯 数 时 ，G[d 耻 一 亿 [1]. 
通过 恒等式 万 (ez 十 zz) 一 了 (ws 一 nm) 三 P(w) 一 下 (一 mr) 的 假 届 ,(6) 中 
的 积分 区 并 [一 zz， T] 可 用 [~z+&, w+i+a] 来 代 ， 不 改变 好 ny b, 的 值 ， 
FF (ze) ~ 亏 mz 是 具有 周期 2r 的 周期 画 数 . 
定理 ”对 于 有 界 变 差 画 数 {了 } 来 说 , 信 [4] 的 公休 就 是 久生 丰 的 
妈 体 ,但 (6+2m) 一 了 (vw) 二 (2) 一 盏 (0)， 
【 误 明 】 琢 dF(2)~ 卫 0,em， 由 于 也 (5) ~ooz 具有 周期 2r， 所 
以 GEF(w) 一 oo 四 中 ens (nx0) 的 系数 等 于 
吉 | -ne ma | "(Fo) oon) ~ 和 


因此 , 信 '[ 丰 = 全 [dF]， 由 是 可 知 定理 成 立 . 


V. 富 理 块 级 数 的 逐 项 积分 
定理 假如 f(z) ~ 了 2'0.e” 是 勒 具 格 - 富 理 埃 般 数 , 那 末 
Flw) = Fj de C 十 De etnz， 
这 里 之 ' 表示 疡 ， 是 常数 . 


【证 明 】 我 们 假 诅 了 (z+27) 一 Fl8) 宇 FP(2x) 一 了 (0) 一 200nw. 双 
由 假设 06 一 0, 从 而 当 n 关 0 时 ， 


18 ， 第 一 阐 ” 窜 理 块 般 数 的 收 航 
1 需 


pr WE AOL nt RAL nt 
这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 当 co¥0 时 ， 
EF(%) —co vs~ De ent 二 人。 


下 文 我 们 将 要 证 明 上 式 成 一 等 式 . 


乙 . 履 县 和 勒 具 格 的 定理 
定理 裔 一 2o<4<b<o0, 旧 当 f(w) EL(lw, 5) 时 ， 
lim| (oem di —0. 

【证 明 】 这 里 不 妨 假设 了 f(z) 具有 周期 5 一 a: (z+b 一 4a) = 了 (2) ， 
对 于 正 数 se, 有 全 连 种 画 数 yg (c) 适 合 
: | 0 -pl0) ler. 
电 ， . 
©8, f)s= max | |f (e+h) —f (2) lde, 
就 得 到 . 

w(6， rw, (f—9))r+w(l, 2)z， 

将 5 趋 近 于 0, 我 们 得 到 w(5, 户 z=o(1)， 因为。 是 任意 的 . 

显然 地 ,我 们 也 不 妨 假 识 8 一 5 一 2r。 假 设 

- 了 (2) ~ 和 Ene 
那 末 2ze, 等 于 
o 


| (we ins -| f (z+ 下 ) i Ga 
-i 
从 而 


slot] (er) 70) elo(&,), 


c=0(1), | 


Oli> 


2， 获 曼 和 勒 内 格 的 定理 19 
定理 迹 明 完毕 . 
聚 1 设 , 加 是 台 [F] 的 系数 , 则 kD. b=0(1).. 
当 f(z) ELK(s, 四 时 , 称 w(6, 放 :为 f 在 区 阳 [4, 3] 上 的 丕 均 奸 
禾 模 数 . 假如 f(z) EC (la, 5), 那 未 称 
(6, 1)— max lfl2) -fm)| (eo', ow€ Ls, b) 
为 了 (w) 在 [a, 3] 上 的 连 秆 模 ， 当 (3, 了) <06(CO 和 a 都 是 常数 ) 时 ， 
记 着 
FE Lipa (wvE [a, 81), 


.假如 了 (%) 不 是 常数 , 那 未 a<1. 


系 安 。 假如 f(z 十 2x) 三 f (2), FE Lipa(0<a<1), 那 未 作 [ 丹 的 


富 理 埃 系 数 @ 和 5, 都 是 0(n); 当 fE Lipl 时 na 和 贡 ; 都 是 0(D)， 


事实 上 ,6.=0(o(,7)) -0 ((2)) (0<a<l). Bf ELipl 
时 , f(z) 是 一 从 连 业 画 数 ,从 而 人 Sf] 也 是 富 理 埃 裔 数 ， nc 一 0( 了 )。 
假如 了 (w) 是 一 个 有 界 变 差 的 丽 数 ,SL 了] ~ 于 osem, 那 未 


nmio| <| laf lo)|. 
后 者 表示 六 (z) 在 [一 ,xz] 上 的 全 变 差 ， 这 个 结果 ,从 下 式 : 


元 | (me gpm), 人 


立 剂 明白 .但 是 不 能 改进 为 6,=o (二 )， 事 实 上 ,我 们 可 举例 : 


ce NW 下 一 必 
人 2 


一 一 (0<s<27) 


来 用 明 、 另 一 方面 ,了 . 黎 凑 举例 绞 明 有 界 次 差 的 如 种 面 数 f(s) 
=f (w+2m) 的 系数 cs 也 未 必 是 o( 工 ) 


险 戴 (G. 下 . Hardy) 于 1918 年 在 美 国 数学 会 通报 (T, A.M. 8B. 17) 
上 趟 明 : 当 0<a<1i, a5>>1 (以; 正 整 数 ) 时 , 画 数 (2) 一 Ba" 699 b"w 
展 于 Lipa, 这 里 


*) 德国 数学 了 时 刊 (Math. Zeita.) 3 (1918) ， 
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1 
a=log 3 /log b<1., 
由 于 一 (6")™*, 所 以 AfELipa (0<a<1) 并 不 合 有 0,=oln)。 


”号 . 狄 里 克 莱 积 分 和 收 租 的 局 部 性 


十 
Dn lt) -地 十 008t 十 … 十 O08 人 
2 sint 
3 
Su(o) 一 本 mm 十 人 
假如 So) 是 可 1 门 的 部 分 和 , 那 末 So) 等 于 
i 1 


FO Do fro Dodds, 
称 这 个 积分 为 犹 里 克 莱 积 分 ，D,( 上 是 狄 里 克 莱 积 分 的 核 ， 当 /四 三 1 
于， S,(z)=1, 从 而 了 .下 在 上 一 严 ， rT] 的 积分 等 于 人 ， 
Bulow) —f (0) = {fet fo} Ds Dat, 

从 这 个 等 式 和 黎 螺 -~ 勤 具 格 定理 ,就 可 以 建立 

狱 尼 (Dini) 定 理 ”人 fj 在 如 下 的 wx 
[Ez fst) (wv) 
是 收 伍 的 , 它 收 伊 于 Fe) ， 

事实 上 , 由 于 4 的 醉 政 [Fe 二 —f (2)] > sin {EL(—m, #), 
所 以 

S, (2) —f(z) = 全 (4 十 人 一 2) gin n 十 豆 ) de 


2m sin 吉 


由 是 可 知 : 如 果 f€ ELip ae>O0) 的 话 , 扣 [ 门 站 人 短 于 (ec). 
写 着 gp (站 一 Ya 人 及 一 十 肥 4 和 2f(w) ,注意 内 过 是 一 偶 
画 数 , 我 们 得 到 


N> 


3， 狐 里 克 菊 积分 和 收 铸 的 局 部 性 
ROPSAOP ES EALAGL 
辕 定 0, 5] 中 的 一 个 数 s, 由 黎 曼 - 勒 员 格 定理 ， 
{gD =0d). 
从 而 得 到 
SG) -Fo) 一 二 | wel) DC H+oD). 
从 这 个 关系 ,我 们 就 能 断言 : 收 秀 的 局 部 性 定理 ”名 [让 在 一 点 地 
的 政 稚 或 不 收 仇 , 只 与 了 在 = 附近 的 性 质 
fo) (vw— 8s<T!<r+ ey) 
”有 关系 ， 这 个 定理 是 包含 在 下 壕 定 理 中 的 . 
定理 ”假如 了 (2) 在 区 交 (4, 5) 中 等 于 0, 那 末 信 [ 放 一 一 自然 假定 
fj (w+27r) ==f(w) EL(0, 2x) 一 一 在 (4a,5) 的 任 一 于 的 于 区 浊 中 与 煞 
于 0. 
[证明 】 普 先 建立 如 下 的 事实 : 识 了 (信和 g (站 是 两 个 可 积 的 周期 
画 数 一 周期 是 2, 则 当 jg( 册 |<K 时 , 醒 数 
ht) =f + g(t) 
的 富 理 埃 系数 ,关于 和 匀 钙 于 0; 这 就 是 说 : 当 850 时 , w(8, 有 i)z 多 
伍 于 0。 取 适当 的 有 界面 数 mp，|p| 入 到 ,使 


{lf-plat<s. 
于 是 
AG EA LC A 


+ QHD N98d) -gC | 
<EKEw(6, fit+ Mo(6, g) +2Ke, 
因此 , [hr1 的 系数 与 做 于 0. 
”现在 ， 取 两 数 g() 使 它 当 It| <。 时 ， 其 值 是 0; 当 | 引 > s 时 ， 
9 国 一 1 那 未 在 区 间 a+e<w<5 一 8 上 , EL 用 的 部 分 和 等 于 
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二 六 fis + 2 i sin (n+ 吝 )t a 


这 个 积分 ,由 上 述 的 辣 果 , 当 wr>co 人 0. 证 明 完 毕 。 
证 明 中 有 关 及 (区 的 系数 的 色 钱 性 ,还 有 如 下 的 重要 应 用 . 
定理 设 儿 [用 的 部 分 和 是 5,(2) (w=0, 1,2,…), 那 未 当 %>oo 


时 ， 
COA RAC 
怀化 于 0. 
【证 明 】 en(w) 等 于 
1 {= 1 by 1 rs 
于 | er 人 本 -二 ) Sin wt dt 二 及 | e+beos nt at, 


未 项 显然 地 与 仇 于 0， 由 于 
1 1 
+ 
2 tan — 
在 [一 =, x] 上 是 有 界 ， 所 以 上 式 的 第 一 项 也 均匀 地 是 9(]) 从 而 as(g) 
勾 饿 于 0， 


系 发 B(o) 是 名 [用 的 部 分 和 , 那 末 
so FD) = etD -FD)) Battoll), 
事实 上 ,上 式 的 左 兹 霹 去 右 妆 等 于 
so —f (2) [1 2 hl 
第 一 项 是 0(1) , 第 二 项 等 于 
1-2|" Ld. 
[让 在 个 定点 的 政 夭 践 发散 ,不 仅 无 关于 fc) 在 mo “远方 "的 


数值 , 井 且 在 适当 的 情况 下 , 人 Lf] 入 Lfp]j 在 基 些 点 ， 网 时 区 环 玫 网 
时 发 散 ， 其 体 地 有 属 ; 


3， 狱 里 克 节 积 分 秋收 全 的 局 部 性 23 
定理 当 术 >0 时 ,假如 p(s%o 十 介 一 p(wo) 一 004), plzo) 天 0, 那 未 在 
点 Y% 一 2， 两 个 毅 数 名 [Fo)] 和 名 Lp) ze)] 同时 收 全 或 同时 发 散 ， 
【证 明 】 p(wo) 作 [f] 和 名 [po 力 在 z* 一 oo 的 部分 和 的 差 等 于 
工 f= pzo 十 直 一 PKZo) 。 1 < 
二 | 了 (ro 十 肯 要 gin (n+ 3) t dt=0(1). 


出 是 可 知 定理 成 立 . 

这 样 的 p(z) , 称 为 斯 查 比 斯 (H. Steinhaus) 的 因子 . 关于 斯 坦 豪 
斯 的 因子 ,还 有 如 下 的 

定理 ”假如 p(w 十 27) 二 p (%) € Lipl1, 那 末 pp (2) 信 fflw)] 和 
作 [p(z)f (zw)] 均匀 地 等 质 . 

【证 明 】 盘 与 . 

x =f (tI), gD) =2EtDTPe), 
. 2 sin 吝 t 

著 末 之 [p 话 和 pS[ 丹 的 最 初 n 十 1 项 的 差 等 于 


Te= 却 | x sin (n+ 了 3) # at. 
又 乔 写 A 一 n 十 立 , 并 且 注意 着 画 数 的 周期 性 ,J 等 于 


二 
二 | 六 ( + 丈 ) sin \ (t+ 更 ) d= -过 | x (t+ 于 ) sinAt dt. 


从 而 27。 等 于 


Ef {x0 一 2 + i 


两 个 般 数 这 (2w) 程 2wtw) 在 [4, 3 上 均 义 地 等 质 的 意义 是 
(wlw) 一 vlz)) 在 [4,8] 上 尺 饿 于 0, 因此 ,我 们 要 证 明 的 是 : 当 半 >0 
了 时 ,of gz 对 于 一 <z2<co, 勾 煞 于 0 设 |8| <6, 则 


| [x (A dt f(ttrh) 一 Fo 于 人 | g(t+h) | 


+ FrD 1 lg gD | 
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由 于 g( 信 是 一 个 有 界 丙 数 ， 所 以 右边 第 一 项 当 5->0 时 多 合 于 0， 发 
jyg( 坟 | 志 下 , 则 对 于 s>0, 有 常数 1, 使 


人 re+pl'lgG+ 有 -GE<2E f(rd la<§ 
均匀 地 成 立 。 双 由 y 斧 的 均匀 连 蔬 性, 取 5 足够 地 小 ,可 使 
| MAC I EA DA 
当 |%| 二 6 时 均匀 地 成 立 ， 由 是 , 取 5 很 小 ,可 使 
[x+ zat<e 


当 |4| 和 8 时 成 立 ， 这 就 是 褒 : w(8, 2)5 与 铭 于 0， 定理 薄 明 完 毕 ， 
训 名 [ 几 的 条 数 是 Wo, W1> "3 bo, 51,…, 那 末 它 的 共 醒 般 数 入 [用 
是 


D3 《en Sin ng — b, C0 re) 。 
设 此 级 数 的 最 初 多 项 的 和 着 总 (zc ， 知 且 写 着 


-oos (n+ 豆 ) 
1 .06095 一 C08 {nn 十 i 
D,(t) = bee 
站 2sin 本 
一 一 这 是 D,(t) 的 共 四 核 一 一 我 们 见 到 
Slo)=—T[ FOD -od ft Ds. 


设 由 (人们 一 央 ( 国 一 ze 十 力 一 Fe 一 人 ， 则 因 DD,( 一 们 一 一 六.(, 我 们 得 
到 


NS, (8) = -二 DD, (Hat = — | 
,2 tan 喜 : 
Sa 
| 杞 1 (0, sinwmz 一 b, Cog wz) 。 


由 于 由 (人 让 EL(0, 7) 等 价 于 GD) o0t 言 EL(0, wm)， 所 以 从 
5,(w) 的 表达 式 得 到 


8， 狄 里 克 莱 积 共和 收 艇 的 局 部 性 
定理 当 =[f(w+) f(r)]/iEL(0, x) 时 , SE[ 几 在 
光政 微 ; 此 时 到 [F; zx] 等 于 
7o-- 填 (z+ A = 


中 的 ) 


2 tan 也 


由 是 , 精 合 这 个 精 果 和 犹 尼 的 定理 , 我 们 断 首 : 当 扬 (zw) 存在 时 ， 
SE[f;4] 入 [fF;w] 都 收 狂 ， 假如 f(z) € Lipa, a>0, 那 末 人 [站 和 
全 [用 处 处 收 笋 , 井 且 

S[f;z]=f(r), EEf; oz] 一 Foe)， 
假如 jz) 在 区 间 (e, 5) 上 等 于 0, 那 末 , 当 
gt+e<z<b—s (se>0) 
时 , 全 [f; 2] 匀 角 于 .上 记 的 积分 . 
我 们 还 应 该 留意: 闪 址 般 数 仿 [ 了 ; zw] 的 收敛 , 也 是 了 的 一 个 局 部 


、 和 性 ， 事实 上 ,对 于 任意 小 的 一 个 正 数 5, 从 歼 蜗 - 勒 具 格 定理 ,我 们 见 到 


9 tan 志 


es 直下 A ,ep 于 De 1). 
tn 


这 里 ， 中间 的 一 项 无 关于 mw; 从 而 知道 : 当 lim 瑟 ,(z) 存在 时 , 其 值 与 


- 


f(t) 的 一 切 数值 有 关系 , 就 是 说 , 共 辆 航 数 在 菜 一 点 的 和 并 非 是 了 的 一 
个 局 部 性 质 .。 另 一 方面 , 当 lim Si,(w) 存 在 时 , 它 也 是 的 一 个 局 部 性 
质 ， 事实 上 ， 


So(o 一 Fo) 一 二 | pe Du(Da+o(D， 
在 了 (4) 的 普通 不 过 熔点, 吕 加 克 斯 (F, Lukeaos, 1920) 证 得 如 下 的 
定理 假如 f(s+0) 和 了 (一 0) 都 存在 而 不 相等 ,下 末 
S, 人) 一 一 二 log 外， 
这 里 1=f (w+0) 一 fc 一 0)， 
【证 明 】 汪 f(z 十 们 一 f(z 一 从 二 ?十 E00, 草 Ee Of 了 (>0)， 由 : 


于 
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能 一 章 ” 富 理 块 级 数 的 收 敌 
(1) So) 王 一 二 | Dt) 4 一 二 人 s(t) D, (tat. 
所 以 特别 选取 了 了 (2) 为 如 下 的 图 数 : 


I Sin NE 和 一 多 
n=1 % 2 


了 双 选 取 w 一 0, 那 末 


《0<z<2r)， 


一 一 (275 一 贡 
8( 检 一 

这 样 一 来 ,我 们 得 到 
到 至 荆 = 一 人 Da | —t Das; 


事实 上 ， 束 (0) 一 [一 阅 2 于 | ,上 式 简化 为 


(2) | D(at=1og "+0(D), 


在 一 般 的 情况 ,注意 到 


1—cog nt 
区 


2 


D,() 一 到 sm Nt 十 


对 于 8>0， 有 ”7, 当 0<t<n 时 ， lsQ) | 小手 6. 从 而 (的 未 项 等 于 


O(8 lg -2[ s(t)D, (tat, 


末 项 是 有 界 , 8 可 以 任意 小 ;因此 两 项 的 和 是 o(log m) ,性 明 完 毕 ， 


乞 . 有 界 变 差 的 夯 数 


定理 “假如 周期 阔 数 六 (4) 在 [一 zw] 上 为 有 界 变 差 , 那 未 名 [用 
处 处 收 俩 于 亏 [f(z+0) 十 f(s 一 0)]. 假如 了 (2) 是 一 个 有 界 变 差 的 如 
人 ftw) 在 任何 区 问 中 具有 过 积 人 性， 并 且 是 有 界 变 盖 


一 一 那 末 仿 [用 匀 笋 于 了 (%). 


【性 盟 】 这 是 车 当 (\G.、 Jordan, 1881) 的 定理 , 但 对 于 单 潮 画 孝 的 


4， 有 罚 变 差 的 酌 数 
窜 理 埃 般 数 , 狄 里 克 菜 于 1829 年 已 有 论述. 
为 葡 便 计 , 写 2f (2) 二 f (w+0) 十 了 (wz 一 0); 了 lw 士 0 虽然 到 处 存 
在 , f(s) 未 必 到 处 适合 这 个 等 式 ， 但 是 我 们 不 妨 假定 这 个 等 式 处 处 碟 
立 , 来 斜 答 全 [用 的 收敛 性 ， 
牧人 将 54.(%) 一 f(z) 写成 如 下 的 和 : 
Sw) —f (w= P+Q+R-to(l), 


nz(P+Q+R)= 『 辣 。 + [250 gnnt eh, 


0(DD) 是 匀 钱 于 0 的 (参见 § 3 的 一 个 定理 )、 由 于 |sin mt 于 人 ;, 所 以 


IPI< 才 并 max se 的 | 小 二 2 二 mas [9.00) |, 


这 是 ol 了 D)， 在 JJEcu 的 情况 ， 它 与 化 于 0; Ou: 表示 在 任何 区 闻 上 
具有 回炉 性 的 丁 数 .7 (ze) ==f(% 十 2m) 的 公 体 ， 由 是 对 于 se>0, 存在 mu， 


当 n>m 时 , |P|< 各 ; 当 ECsw 时, mm 无 关于 


对 于 8, 我 们 应 用 平均 值 定理 以 及 分 部 积分 法 : 


Q= 江 人 osin no (到 <E<9) 
-| OO]+ + cosnt dp(t). 


从 而 ,也 很 小 的 应，|Q| < moax pc 人 | ++ 训 | 1a9 (1< 香 ; 当 
ECsx 时 ,可 取 ”无 关于 z， 事实 上 , 当 b 一 a>0 时 ,flw) 在 le, 如 上 
的 全 变 差 匀 煞 于 0。 固定 5, 存在 着 ms 一 mu(8), 当 4>m 时 , |B|< 吝 
总 结 起 求 ， 当 %>Imax(na, na) 时， 

| S， ©) -fo)|<IP+Q+RI <3 


9) 我们 应 豆 注 注 , 在 [一 5, %) 上 的 单调 国 数 广 () 《 塌 渗 数 的 酷 ) 央 不 能 到 处 匡 爱 炎 
性 。 事 实 上 ， 不 一 4) 六 六 (5) ， 
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28。 第 一 剖 定理 块 极 数 的 收 若 

定理 孝明 完毕 . 

篆 ” 富 理 埃 般 数 可 以 分 项 积分 ， 这 就 是 说 , 当 

fw)~ 训 00+ 训 (anoosnetb sin me) 
时 ,对 于 任何 [xa, 8], 成 立 着 
fs= 于 oo dz 十 | La on td la mV a 
【 讨 明 】 由 于 f(z 十 2w) 一 f(%), 所 以 面 数 
F(s) = 放 f (Odt ~ on 
具有 周期 2r , 它 是 Caz 中 的 二 个 有 四 并 二 的 网 才 ， [FP] 义 乌 于 了 (zx) 。 
但 是 ,由 $1 的 VY， 
在 (四 一 加 十 袜 过 (an Sin ng — 0 003 nzZ) 。 
实际 上 :这 个 般 数 匀 仇 于 到 (cz)， 从 而 
| f(t l(a, snmo- b, 人 

由 是 得 到 所 要 的 等 式 ， 

关于 有 界 变 差 画 数 f(%) 的 共 蝶 般 数 ，W. H. 杨 格 证 有 如 下 的 

定理 ” 当 f(sz) 是 有 界 变 着 时 , 共 瑟 般 数 [f1 收敛 的 充 要 条 忻 是 
主 值 积分 

7 — di (= lim fF(w, 从 ) 
让 ha+0 > 2 tan 坟 t eG 
存在 . f(%) 存 在 的 话 , 成 立 着 等 式 
E[f; xc] 一 Fe). 
【 羡 明 ]】 我 们 能 号 


So) 一 Fw， = Fo- —cosnt) di 


十 一 中 二 cosnt dt+o{l). 


5， 有 界 亚 兰 的 平均 画 数 29 
”假如 2 是 户 o) 的 一 个 连 苇 点 , 那 未 上 式 中 最 后 的 积分 是 0(1) , 其 理 相 


同 于 第 一 个 定理 的 证 明 中 的 Q@ 十 =o(1)。 还 有 一 个 积分 的 郁 对 值 不 
大 于 


sive [w(t) | a PE Aat< 喜 |。 [s(t) | 
n 避 
这 是 _ 
0 (wl ta) )-。 (二 ， 
由 是 可 知 等 式 的 左 蜡 是 0(1)， 当 1 关 在 区 间 (9 


车 -四 
2 tan 训 | 


名 十 二 ， 瑟 ) 中 时 ， 


-0 


因此 , 当 2 是 jw) 的 一 个 连续 点 时 ， i 的 存在 , 等 价 于 
lim S, (2) =/f (2), 
有 TT Ff(2) 的 不 过 重点 ¢ 是 第 一 种 不 连 往 乓 ， 从 而 
f(s+0)—f(e—0) 
是 一 个 不 等 于 0 的 数 ,此 时 积分 了 (z) 不 存在 ; 从 而 5,(e) (n>o0) 不 收 
钱 ( 贿 见 吕 加 克 斯 的 定理 )， 定 理 放 毕 . 


[7@, 1 -7 (0, 司 |- 


S. 有 界 变 差 的 平均 图 数 
下 式 
和 的 一 于 | wd 


是 了 (人 在 点 2 的 平均 画 数 ， 假 如 Xs( 介 在 0<i<n 上 是 有 界 变 着 , 屠 末 

ge 人 办 一 知人 从 十 到 (从 玫 乎 处 处 成 立 , 由 前 节 中 著 当 的 定理 , G [xz, 01 收 

分 ， 双 由 狄 足 的 定理 , [ix:( 引 ,0] 收 做 ， 车 合 起 来 ， 名 [pe 人 ,0 收 

仇 ; 就 是 说 , 名 [7, z] 收敛， 这样， 我 们 证 得 
伐 瑟 普 出 (de la Vallée-Poussin) 定理 ”假如 平均 画 数 xe(t) (0<<# , 

Sm) 为 有 界 变 盖 , [下 , 中 收 做 于 机 “人 


30 第 一 章 富 理 埃 般 数 的 收 项 


lim BB {fet + Flow)} du, 


这 个 定理 ， 是 从 车 当 定理 和 狄 尼 定理 导出 来 的 ， 三 个 定理 都 是 有 
关 富 理 埃 圾 数 在 一 定点 的 收 伍 和 判别 法 ,其 畴 的 包容 关系 , 群 如 下 壕 . 

定理 ” 伐 彰 普 册 定理 含有 狄 尼 定理 ,也 含有 车 当 定 理 , 若 当 定理 不 
包含 犹 尼 定 理 , 犹 尼 定 理 也 不 包含 若 当 定 理 . 

[证 明 】 首先 族 明 车 当 定理 含 在 伐 忒 普 山 定理 中 、 当 了 (Cz) 在 点 z 
的 近 旁 为 有 界 变 差 时 ,yz(i 在 1 一 0 的 近 旁 为 有 界 变 差 . 在 i 一 0 的 近 
游 ,，9slt) 是 两 个 十 加 了 英 数 g3(t) 和 由 人 的 差 : 

Pst) = pt) — gi). 

写 着 六 = 字 用 ow G6=1, 2)， 当 4>0 时 ,乘积 


[Xlt tb) — td) tt) 
缮 于 


:| psu) du— (t+h) | i 


t+ t | tth | t 
= pbadu | pela tp du—hgs() | du=0. 
只 而 (if 十 有 一 如 前 之 0 (0, h>>0)， 由 是 可 知 
XO) = Xt) . 
在 #0 的 近 旁 (ti>0) 成 有 界 变 差 的 夯 数 ， 因 此 , 当 让 (c) 在 v 满足 车 
当 收 化 条 件 时 , 它 也 满足 佼 想 普 山 的 收 化 条 件 . 
其 次 群 明 狄 尼 定 理 含 在 伐 环 普 山 定理 中 ， 假 如 积分 
nD) = 2 EPAC du 


a 
got) = Lim 8)]' ~ lt) 
”多 乎 处 处 成 立 ， 从 而 ‘ 
x= pdr=pt) -了 oo 可 
右边 两 项 在 i 一 0 的 近 旁 都 是 有 界 变 着 ,所 以 x( 旭 也 是 这 样 ， 


包头 | 六 


6. 杨 格 的 收 航 定理 
最 后 证 明 狄 尼 定 理 和 车 当 定 理 互 有 出 入 ， 我 俏 就 用 哈 戴 (G. H. 
Hardy) 所 举 的 例子 来 凯 明 这 个 事实 , 


设 有 侦 面 数 /(%), 当 0<e<w 时 , f(%) 二 Vwsin 工 , 则 由 狄 尼 定 
理 , 知 [了 , 0] 收 佑 ， 由 于 


人 1 sinl—Y$ cs, 
a 二 | - 二 (0<Z<z)， 
所 以 , 当 2 一 > 十 0 时 ， 


| | 产 (四 【了 (LVa)->co， 


因此 ,只 用 阁 当 定理 ,无 从 明白 me 0] 的 收 伍 。 
又 对 于 偶 醒 数 


了 (z 十 2o) 三 大) 一 太一 四 ) 一 pe (Q<w 人 Er) 


求 谣 ， 它 是 到 处 问 续 的 , 在 [一 <, w]. 上 是 有 界 变 盖 ; 由 车 当 定理 ， 
儿 [8; 0] 收 艇 于 了 (0) 一 0。 但 是 狄 尼 的 积分 


| dt 
tlog <= 
是 发 散 的 ， 证 明 完 毕 . 
下 节 指 出 ， 有 收 种 定 法 强 于 若 当 定理 而 较 细 于 佼 阐 山 定 理 的 。 


6. 杨 阁 的 收 佑 定理 
发 在 点 6， ja) 具有 下 这 两 个 条 体 : 
GD。 为 的 - 子 | Wd) GO0)， 
(i) 人 友人 -| laip, (OI O00 (e+0); 
那 末 [; 可 收 系 于 joy 
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2 


妾 -一审 ” 当 理 埃 极 数 的 政敌 


这 个 定理 , 双 . 互 . 禄 格 于 1916 年 在 巴黎 的 科学 通报 (O.R., Paris) 
上 发表 而 不 予以 证 明 。 两 年 后 ,他 在 偷 教 数学 会 志 (Proc. L.M.8.) 上 


发 表 一 个 姓 明 ,但 是 在 玫 明 中 ,他 改 人 为 pe(9) 一 o(J)， 这 个 定理 
人 和 (说 含有 ST; 一 了 (2) 一 的话 明 ,是 1927 年 , 坡 拉 特 (8. Pol- 


lard) 所 答 的 , 群 抑 伦敦 数学 会 期 刊 第 二 矢 (J.L,M.8.2 人 .下 面 我 们 还 
要 指出 : 当 ( 芝 成 立时 , S[f; o] 一 Fe) 的 充 要 条 件 是 人 . 
【着 明 】 所 要 证 明 的 是 : 取 适 当 小 的 让 数 sg, 当 ”w-y>co 时 ,积分 
A 


的 极限 等 于 0, 这 里 是 一 个 相当 大 的 数 . 由 于 
‘(nf co08 nt—sin nt)'= —rt sin nf, 
所 以 和 经 过 分 部 积分 ,得 到 
和 此 
fir SE (Ein OP esinndut, 
Re 


OE 
<o(w(E)) -etm -ot 


”由 是 可 知 : GD) 


了 
假如 我 们 能 从 (ii) 导出 


“lim lim sup | OP 三 
一 oc LS 者 中 


> 


“ 那 未 就 完成 了 定理 的 普 明 .由 (ii) , 取 s 相当 小 , 画 数 好 人 在 区 间 


0<it 世 8 为 有 界 变 差 ， 因此, 最 后 等 式 中 的 积分 是 一 个 黎 觉 积分 , 陷 筹 


# 
[3 
FE 


[ele (oD) 


6. 入 烙 的 履 禹 定理 
由 于 jige(| < 1alwpe(w))1 一 DG ， 所 以 me 的 在 (0, 5) 中 是 一 个 
有 界 夯 数 ， 从 而 上 式 第 一 项 等 于 
Oo(#)+ OB) -0, 
这 是 在 w>co 之 后 , 合 ->oo 而 获得 的 . 因此, 泪 明 归 桔 于 建立 
Hi Him gup 1 | | a (wt) | = 


写 著 及 (一 丸 ,9(b) 一 ， 从 不 等 式 

gh 9dr | [hg —gr1) | 十 [gerilhi— hsry) | 

容易 明白 : 
lagnl<| lel lag! + 19 len. 

从 而 


fl 2 | -hate ee 


<| 关 dB,lt) +2f 2| golt) |as 


二 所 | + 中 各 +0( 二 


-ore 全 


次 算 lim lim 却 ( 训 + 全 ) 的 千 果 ,就 化 为 0， 定 理 证 明 完 毕 ， 


Ez 人 -so 22 


关于 北 王 和 毅 数 , 模 格 (Proc. L, M.S. 12, 1912) 也 有 类 似 的 


定理 愧 由 (8)=00) 并 且 | jadyoGD)1-CC)k>+0)， 那 未 


”到 (ec) —f (ce， E) ol) (nw—>00), 
最 后 ， 我 们 将 塌 格 的 收 化 定理 ， 和 前 述 的 种 种 收 伊 定理 一 一 比较 ， 


得 精 果 如 下 : 
定理 杨 格 的 定理 含有 若 当 总 而 与 钓 尼 的 定理 互 有 得 


上 


第 一 窑 窜 理 块 般 数 的 收 角 
长 ,但 是 它 也 不 含 在 伐 硝 普 出 的 定理 中 . 

【证 明 】 首先 证 明 杨 格 定理 含有 着 当 定 理 ， 当 ps 多 在 # 一 0 的 附 
近 为 有 界 变 差 时 ,积分 | |e&CwpeGo )| 的 值 不 大 于 


jva (J leap) ) +f Lor avs (fo lap 1) -+0 00). 
因此 , 杨 格 定理 中 的 两 个 条 件 ( 让 和 (二) 都 成 立 。 : 
其 次 让 明 狄 尼 定理 不 售 在 极 格 定理 中 .从 满足 狄 尼 条 件 的 画 数 
ge)—V Tsini (w=0), 
作成 杨 格 的 积分 | |dCuwp-(W)) |， 这 个 积分 等 于 
3 1 1 1 
|.|3 MVE sin 到 [> [leos i |a— = 
而 不 等 于 0 厨 让 杨 冰 让 直 的 主要 条 件 ( 四 不 风 记 
最 后 证 明 杨 格 定理 并 不 合 在 伐 束 普 山 定理 之 中 .简写 Jog 二 为 (0)， 
证 w=0, 当 + 很 小 时 ， pr{t) =—gin (1) /(W) ? 那 末 | 
| [atugpz lw) )| -| oy > 人 十 2 du=O0(0). 
由 楼 格 的 定理 , S[ps, 0] 一 [了 , 0] 0， 但 是 ,我 们 可 以 藉 明 
z=- 了 | 3 
在 [0, 6] 中 ,并 间 有 界 变 关 人 
0 fw [oogChs) +sin(W)]} dw 


0 


1 
x 人 区 一 于 | ty) 至 du 


_ Cos{1t) 十 Sin (1) -+[ cos(lt) Fain() yr 
So) #Jo BU 
末 项 是 0((W#) (t=>0)。 因此， 


1 Po XH) _ sin(li) ~o0g(lt) 1 
i = 2 +o[ zn} 


i 


末 项 属于 上 (0, <)， 我 们 要 证 积 分 


:i 


2 dv 


2 


Y。 埠 吧 格 的 收 做 定理 35 _ 
是 发 散 的 。 实 际 上 ,发 大 是 一 自然 数 , 旭 因 


ke |cos vw—sin wv| 1 
| |eos 7 一 Sin v|dv> ~ 


关于 天 相 加 , 就 知 省 让 an 一 ossloraao-， 由 是 


1 
BE? 


z lx lee, 
x() 在 [0, 8] 上 不 是 有 界 变 差 ,人 站 普 山 的 条 件 不 成 立 ， 定 现 廿 毕 . 


了 。 和 勒 具 榨 的 收 圾 定理 


下 面 的 收 才 定理 是 包括 前 述 一 切 收 做 定理 的 ， 
惑 贞 格 定理 当 w > 十 0 时 ,假如 下 面 两 个 条 件 : 


Gi) lot (at=0l%), 
0 ig pe ldo) 
都 成 立 , 那 未 名 [F; 加 收 做 于 fo)， 


【通明 】 (i) 是 对 于 几乎 一 切 成 立 的 ; 《in 中 的 mr， 可 以 换 做 任 
意 的 正 数 ， 事实 上 , 当 7 了 是 一 有 理 数 时 ,关隘 


了 人 [Fe 办 一 | 和->|Fo rl. 
不 成 立 的 w, 成 一 敌 集 忆 ,, 和 和 集 瑟 一 号 杏 也 是 敌 集 ， 假如 2 七 电 ， 卷 
未 对 于 8 之 0, 存在 有 理 数 7? 适合 |fl2) 一 ?| 过 sg, 又 用 适合 
| 和 
二 | 大 (人 十 区 一 人 | 硼 玫 二， 
从 而 
Eh ler) fo) la 
< [Fe 二 全 一 ba 1 四- ru<ae。 


由 是 , 当 =E 吾 时 ,GD 成立 ， 
现在 要 从 人 和 (ia) 导 出 人 tr; 2] = 了 (xz)， 简 写 


六 8 ”第 一 栖 ” 富 理 声 胃 数 的 收 仇 
9 一 元， hl) =— Pa) 了 
tan 可 
fo) ~ 二 cot D4.%), A (4) = C08 nw b,, sin ne, 


那 末 
2z| So) — 去 Aole) 一 Fe) ] =3| 3%)sin nt 二 
-人 h(tysin ng a—| h(t+)sin nt dt 
| 二 五 十 Ts 十 Ts 十 4， 二 
这 里 


1.=| 0) ht} sin mt at, 


而 了 ,Ts 和 工分 别 表示 画 数 及 (i)sin mt 在 (0, 7),(w 一 n, 5) 和 (0, 2m) 
上 的 积分 ,最 后 的 zs 就 是 


-| hrsin nt dé. 
当 n>coo 时 ,显而易见 I 一 0(1); 让 人， 
[B+ hl on) pW a0). 
由 于 


2 tan -二 2 


1 五] < | 9 (0) = 名 | df 
-3 


“9 1 : 1 . 
十 | ig)| Se 
2 tan 本 2tan 一 5 


t 十 
,Zsin 4 sin £49 可 


二 


所 坟 从 全 ) 得 到 


RS 


了 ， 勤 员 格 的 收 合 定 理 


有 
”7p D1 ee ) 
es 印台 De 
括 驱 中 的 积分 等 于 
[各 | le teu] +25] hip lero00). 
总 业 起 来 ,得 到 : 
2 (Su(a) -于 如 (2) —f (0)) =00]), 
从 而 
no) 一 >Fz)。 
证 明 完毕 ， 
票 1 假如 f (4) 的 连 粮 模 o(f;8) 是 o(1/log 志 ), 那 未 [用 久 
做 于 (ec)， 
【 芷 明 】 从 定理 的 证 明 ,我 们 断 首 : T+ 了 s+T4 是 匀 钙 于 0 的 ,并 
且 
Bale) -Fo 一 起 五 +oCD， 
这 里 的 o(TD 是 匀 仇 于 0 的 .但是 
(D1 < {Te = gett+m)| gol1) 


中 的 o(D) 也 是 与 化 于 0 的， 从 而 
< 和 -oo(7, 仿 全 +o(D 一 2o(7, 几 1og 亚 +oGD。 


这 就 完 戌 了 系 的 言明 ， 

我 们 称 系 工 为 狼 尼 -~ 李 昔 希 花 定 理 . 由 系 于 可知: 图 数 族 Lipa 
(a>0) 中 画 数 了 的 名 [让 匀 铬 于 了 xz). 

在 条 件 人 的 假 疏 下 ,对 于 (zw) 我 们 能 瑶 些 什么 呢 ? 

系 呈 ”假如 成立, 那 末 5,72) == 0 

【让 明 】 由 于 


ar 


38 家 理 块 椭 数 的 收 做 
igen -pO a [ef get -pd ou] 
+ eh lps) pol) Law dt, 
所 以 在 人 的 条 件 下 ,此 积分 是 
OU) + 上 o (二 ) dt=0 (1) +o (iog 二 ) —0(log n). 

因此 从 系 工 的 亦 明 ,得 到 所 要 的 精 果 . 

对 于 共 间 括 数 ,用 类 似 的 方法 可 以 建立 类 做 的 业 果 : 

系 3 当 1>0 时 ,假如 z 

[bet avo llth) et dod) 
那 林 
So) —7 (, TL)=0(D. 

从 第 一 个 条 件 只 能 得 到 5,(z) olog 只， 


勒 贞 格 鲁 钴 预料 ,他 的 收 人 第 定 理 合 有 伐 革 普 山 的 定理 ,但 是 他 油 有 
发 表意 明 。 后 来 哈 戴 (1919) 诈 明 勒 只 格 的 预料 是 睦 理 : 


定理 当 

(1) | get jdu=ol) (i>+0) 
时 ,条 件 

i) [get ~pelt) | t=olD) 
等 价 于 

(iii) | D200lh. 


当 
xz 鸭 一 于 | eld 


为 有 界 变 差 时 , (i 和 (让) 都 破 立 . 
【证明 】 《iit) 和 (iii) 的 差 不 大 于 


了 ， 勒 只 秘 的 收 伏 定 至 39 


『 Pe el | od 


n+ 


Ee | ett < 


和 
第 一 第 二 两 项 的 和 是 (上 ， 来 项 等 于 


3+5 yn 
rrr) jga (s+) t+ :pet | dv At 


< ee re [pe lu a. 


对 于 5>>0, 取 5 很 小 ,可 使 上 式 小 于 


a 
. 商 <g, 


人 十 必 


> | pat tt) — olf) lot 


pen -2 1 wtf 


df leat leu. 


TO 


3 3 

由 是 可 知 () 和 (ii) 是 等 价 的 ， 
由 于 x( 信 一 oCD (>0) ,所 以 从 
AORTAG 


和 
和 


得 到 . . 
z Fh lo avs lz 1 at [lx a=0d). 
因 之 ; (等 价 于 (iii)。 由 是 ,我 们 只 要 区 骨 (这 ) 就 好 了 ， 
画 教 (办 是 可 以 积分 的 ,从 而 
[lz (rm) -2 lat=00D), 


这 是 等 价 于 

| 2 一 区 [及 |at =0(1) 
的 ,事实 上 ， 
\ | lw au=0). 
将 上 而 的 积分 写成 


| = + -I+ (2 <6 <n), 


二 哟 一 章 ” 富 理 到 级 数 的 家 馈 
这 里 
本 | 全 "pas eve lew 


儿 


[log tf x(n au] —[ ee 


-| gs ix'(t) 1 + log 7 (0) dt 


= 


千 二 位 
:w(t) |at 
+ 人 log -sx (D4 


<wg2{f” + 二 Dialog 对 “本 


对 于 g>0, 取 5 很 小 ， 可 使 五 < 号。 固定 5, 取 ne 适当 沾 ， 人 
时 也 < 半 a， 由 是 , 当 7< ro 时， 


“|x(t+n) 一 X% (的 站 


定理 证 毕 . 
勘 具 格 的 定理 ,是 包含 杨 格 的 定理 的 ， 将 于 下 节 天 明 ; 但 是 从 


ga 人 的 =o(D 和 | latug te) | =000 


来 导出 勒 具 格 的 条 件 , 比 较 容易 . 
赂 茂 定 理 ，” 如 果 画 数 /co) 在 点 = 具有 速 种 性 的 请 ， 横 格 的 条 件 合 

有 勒 具 格 的 条 件 . 
【证 明 】 由 于 画 数 g(t) 一 tps( 四 在 区 间 [0, 如 上 的 全 变 差 是 O() ， 

所 以 存在 着 如 下 的 增加 画 数 g1(#) 和 9 人: 

gt) =g3(t) —galt), g(t) 0 , gt) =00), 


写 着 
T= losltt%) pal) ld (0<bn<n), 
.= 上- lt) _ gD. 1,2), 


十 六 
_ 那 末 勒 具 格 的 积分 


8， 靳 中粮 定理 的 拓 广 。 41 


RG EAN 
不 大 于 J 了 J++J3， 由 于 , 当 %>0 时 ， 
J max pe 人 t-1 dt—o(l), 


Natery+y 


所 以 我 们 只 要 证 明 九 十 7s 一 0(1) 就 得 到 ea 现在 一 一 g(t) 是 一 
个 填 加 英 数 一 一 


bi et) gD wa a 二 到 二 


-六 gD gD 1 o(1og 2+1). 


C+D tn) Jr tt 二) 
以 t 十 7 代 第 一 项 中 的 1 一 ”7, 相差 不 过 
记名 [ 二 -而 1 站-olw 毕 ) 


Lil t—~n :++ tl) 把 一 下 


因此 ， 


=0 (10g t+[| -| g(t) dt ] 


kt $f 二 7) 
"ty df 
首先 取 天 是 够 大 ,然后 取 9 很 小 ， 我 们 可 使 Ja 十 7? 住 吉 地 小 , 从 而 
I 一 ol 了) 。 部 有 明 完毕 ， 


8S. 勒 具 格 定理 的 逢 广 
1927 年 , 坡 拉 特 (8. Pollard) 在 偷 教 数学 会 的 期 刊 上 , 拓 广 勒 只 格 
的 收 化 定理 为 如 下 的 形式 : 当 | wayaz 一 o( 时 ,假如 


z(t pol2) | 
rn 一 全 一 di 一 0，. 
著 末 信 [f; 2] 一 f(z)}， 坡 拉 特 大 且 证 明 ， 这 个 定理 包 命 杨 格 的 收 任 定 
理 . 1928 年 , 哈 戴 积 立 腹 尔 伍德 (ELitewood) 在 德国 的 数学 时 刊 (Ma 直 ， 
2eitg.) 上, 指出: 勤 具 烙 的 (主要 ) 收 化 条 件 似 乎 可 以 改进 为 


(Oo) lim lim sup| 。 


上 3 


rt Lo 


三 2 ”第 一 章 ” 富 理 埃 般 数 和 的 收 狼 


< = 有 三 = 一 和 十 
(0) lim lim sup | 1g:Ct+) ~ poli) hut du=0, 


但 是 ,第 一 个 条 件 | ps) |du=o(D) 中 的 |gs(w) |, 是否 可 以 改 成 


gat) ， 不 容易 作 肯 定 的 断 攻 这 些 间 题 , 在 1930 年 , 为 日 尔 斤 (J, 开 . 
Gergen) 全 部 解决 ,说 见 数学 季刊 第 一 睁 (Quarterly Journal of Math. 
1)， 他 网 定理 是 这 样 的 : 


定理 当 |。vr(Ou=o() 时 , (0) 合 有 [Lf;2] 一 Fo)，(06) 成 
立 的 攻 , (0) 也 度 立 ， 
【证 明 】 发 >0, mm 一 ,J 了 (m) 一 | 人 sin mt ps(D)f"+ ab 出 
(K+1)n 证 十 委 全 二 他 
人 
(K+ 2)n 和 % 十 2 下 十 入 人 
+(| + 一 上 
我 们 要 证 (7) 一 (1)， 在 杨 格 定理 的 菠 明 中 ,我 们 昂 到 
lim | 了 本 sin nt dt =0., 


os 


由 是 可 知 


kn (E+1) 《 北 十 作 ) 


人 +2{™ +| }+olD 
=" | 包 gz 外 9 A sin nt di+o(1) 
I 


“ | dps(t+n) 242 由] sin nt d+0(1) 


t+2n 
=<T 1 2 
| THn F] oletsin md. 


分 别 用 了 (7) 和 Js(m) 表 示 第 一 个 和 末 一 个 积分 ,我 们 见 到 


-fr da 人 | | dpe (| 
7 1m)| <| ,< ee tn ai+| 世 " 


<2 | ls gro0h), 
在 (0) 的 条 件 下 ,这 是 ol 了 DD， 写 .lw) 在 (0, t) 上 的 积分 为 议 (, 屠 末 、 


8. 黄 上 格 定 理 的 拓 广 


va 等 于 
人 Zn po (tin) sin my dt 
Im 于) 
=-[ 盏 号 下 全 | 一 2 全 X(t + nn eos nt a 
i{t+ O77) 地 tt 二 +2n) 
“(ir Yt) tsin nt 
+ | i(f+n) (+2n) o 


本 «9ndt es 
00 +o(" it{t + 2n) ) o(. FU 0 ( L )=°D 
最 后 ， 我 们 从 (0o) 导 出 (0)。 册 于 

Ape lt) gattn) et 二 一 2 


一 2 4 J- 


i(t 
所 以 要 从 (O06) 导 出 (0) ,只 要 证 明 
n| prt+n) [oat _ 
wn lim sop | i(t+n) 


式 中 的 积分 等 于 一 写 着 5 全 = 于 | | 9(W) | 一 
es 0 C+ [sksy]e 
i 


假如 人 当 (#) 是 有 界 , 那 未 上 式 等 于 OW) i 因此 , 我 们 只 月 
证 明 更 ( 一 001). 


于 4>1， 唱 We 由 于 
150) 一 加 | oe) du be eel le hu, 
并 且 最 后 的 积分 可 以 写成 


43 
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(ee 
= { al) | | paket ni) ar | pa(w) | du 
ww 下 叶 


Kr 名 十 hd1 ? 
(ww) 
Yb 


TT 
< Max | 
O<y<n J ky 


从 (0o) ,存在 如 下 的 ho: 当 关 莹 加 有 时， 
lim n gup]" [4 2 ducl. 
取 必 足够 小 , 可 使 上 式 中 的 积分 当 Oey 寺 , 小 于 2. 因此 当 gy<n, 
>>ko 时 , 碟 立 着 
ge(D lau< 对 2 二 | 


au 二” Pet | Qu. 


伍 于 轨 


| gal2) [ee au| Do, 
或 是 
slg) < [2+| "pe erau] G+D. 
从 而 5) 一 0(1)， 定理 证 毕 . 
从 (==0(1) 的 证 明 , 我 们 见 到 
言 和 ,19D lau< (E+D)| max 册 et erie 


由 是 可 述 如 下 的 
双生 关系 
lm[| | 4 2 |au=0 


包含 著 画 ( =00) ， 从 而 包含 着 S[f; 2] 一 f(z)， 
从 (0) 虽 不 能 断定 [Lf ;2] 一 /ae)， 但 是 日 汞 帮 定 理 中 的 “ 连 炉 性 
条 件 xy 人 (一 o(d) 可 以 减轻 为 
rtsl Ew) igelw) du =0(t), 
这 里 ?是 一 个 正 整 数 ， 这 也 是 日 尔 斤 施 明 的 ， 
从 日 尔 斤 的 定理 ,还 可 以 导出 哈 库 - 立 脱 尔 伍德 的 农 做 定理 Cdath。 
Zeita, 28, 1928) ; 
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系 写 设 X()=o0(D(t>0), p>1, 划 当 
fig — gel) |? du=00 tl) 

时 , S{f; 四 一 flo)， 
【站 明 】 首先 对 于 p 一 1 来 址 明和 采 2, 设 X>> I 半 + 半 一 1, 屠 末 ， 


a lg ne ({14,8.0F ai([ 权 六 


工 
一 1 


< |4, polt) | 1f" 
EE t en kr | 14rpalt) | 


最 后 的 积分 小 于 (9): 合 和 ?1 则 上 式 变 成 


这 是 o(]) (w->0)， 从 而 人 [ff; 中 一 Fe)， 
假如 多 > 工 , 那 末 写 着 和 一 2，A 一 9， 从 而 得 到 


人 全 OILw< 人 5) (二 40 区 -人 (每 ) 


当 8 一 co 时 ,上 式 的 极限 等 于 0， 诈 明 完 毕 . 

又 号 系 2 的 哈 戴 - 立 腹 尔 伍德 定理 含有 车 当 定 理 而 不 含有 狱 尼 
定理 . 

【证 明 】 设 了 (w) 在 [0, xw] 上 的 全 变 着 六 是 有 限 的 , 那 末 我 们 不 妨 
假 疏 

(的 一 [pz 二 0D) 一 rw 一 0|<L (Oven), 

将 [0, 可 等 分 为 兄 个 区 间 8 5s，…， 64; 是 5, 中 的 一 个 点 、 当 | 让 
足够 小 的 时 候 ,成 立 着 
(fw tt) fo) ?| th —f (uh) |， 
由 是 可 得 | 


| | .FE 十 z —f (0) au<| 1FG 二 一 站 (o) (dw. 
最 后 的 积分 等 于 
ae 


Tt 


ms] far tou la aatir. 


p 
Jv 
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因此 
(MGA 


这 就 诈 明 : 系 3 包 含 着 车 当 定 理 ; 性 是 它 并 不 舍 有 狄 尼 的 定理 .事实 
上 , 徐 0<2ap<t, 图 数 


fo) =f 8) = sin 工 (0<m<n) 


在 点 8 一 0 是 适合 狄 尼 条 件 的 . 但 是 


| [Fut fC) [rdw = th” sin 本 sin 工 ?Gut O00), - 
下 2x 十 # 
十 人 “08 2uwlwt+t) WD Bw te) 


写 着 1/24Cwt+t) 二 如 若 %w 二 一 孔 中 Sa me 1 ， 积分 变 戌 


(到 ”人 (+ 如 十 下 人 | cos ， 
.2 了 10 w(tevt 2) 


Yt sinw 


这 里 TP 一 [于 拒 于 吕 < 各 ,所 以 这 个 积分 大 于 经 的 常数 
倍 , 不 是 00). | 
合 . 累 次 平均 页 数 
号 着 olt) 一 pe 


由 (= 于 |. 和 GDaw， 


称 内 的 为 和 (有 的 平均 画 数 内 (0 的 平均 夯 数 未 必 存 在 ， 例 如 
0) =1/t 1og?t 的 语 ， 


中 多) 一 TTogT a 二 )- 
从 而 册 1( 引 没有 平均 责 数 . 另 一 方面 , 当 办 区 的 平均 两 数 
$alt) = | dil) (>0) 
存在 时 ,我 们 称 $2( 和 为 各 (的 的 二 次 平均 夯 数 一 般 地 及 : 当 和 -:( 


9， 累 次 平均 莅 数 
的 平均 夯 数 
1¢ 
$F bm (Orem) 
存在 时 ,我 们 称 (办 是 bolt) 的 了 次 平均 画 数 ;并 且 规 定 


Pr(—) =prd) —pr (2 tt). 
定理 1” 对 于 GT z] 一 fz), 两 个 条 件 


(G) 风 全 存在 而 满足 由 =o(D (#->0)， 
(G1) n| "Bilb)oos ni dt~o(l) (nro0) 
是 必要 的 而 且 是 充分 的 ， 


【 话 明 】 首先 假设 仿 [f; z] = 了 lz)， 我 们 要 导出 Ci) 和),， 衣 
名 [fi z] 是 了 4(z) 王 了 4 那 末 
鸣 o (有 一 了 A CoO8 nt, 


讽刺 4o 和 41, 我 何 可 以 假 敲 4o~0, 总 4, 一 0， 这 样 ,从 等 式 


: 了 工 \s 
下 人 人 I lcogni < a 
二 | 站 wo)ma d= 施 四 一 一 可 放生 | 3 


就 可 以 证 明 上 式 左 端 是 0(1) (i>0)， 事实 上 ,由 于 
2 | _9 Sn Wo0ew sinw -人 (0<&<1), 
z or (uw>1), 


所 以 有 常数 4 适合 于 
3 4 (下 sin nt ni <43 DE min(1, (nt)-’) 
=—Ai[ DL+ Dm) <24. 


从 而 
bd 1 号 eo + EF 
pA he) = 委 (nt dwrit"*+ 4 )4 ( Se) 
<24 max| Ay+ Awnt +Ah,|, 


?) 著者 (日本) 东北 数学 杂志 32(1980)， 
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圈定 丸 , 当 0 时 ， 


取 适 当 大 的 ， SE 这 就 证 明了 
lim 吉 二 下 $v dv dw=0. 
避 6 一 十 0， 则 从 - 
EN 
知道 
(一 二 polo)av mu+ 了 | 下 oo)av dm . 

存在 , 失 且 获得 (i)， 从 (i) 得 到 

[0 
这 就 说 明 上 式 左 蝇 的 积分 是 有 意义 的 ， 另 一 方面 ,由 假 裔 ， 

人 加 0- 加 时 do co)， 


左 端 等 于 


下 pit -OE- sin nt dt 


-| Se oe ni)at=—0(1), 
从 而 知道 积分 
BaF) hl) osnidt (n=0, 1,.) 


都 依 基 种 意义 存在 ”*， 并 且 得 到 
(1) Bo 十 B: 十 … 十 一 "有 .二 of 人 TD 。 
慎 ( 了 的 左 端 为 加, 利用 狄 里 克 菜 积分 得 到 


罗 ” 当 %m1 时 * 知 妈 的 存在 ; 亚 步 知道 内， Po， … 都 存在 ; [dt 一 lim [= 


各， 黑 次 于 均 茵 数 49 


1 f= Sin 二 mt . 
Hi 二 人 $1(t) 二 at 


SI 一 


2 


二 fs d sin mt 
二] 和 的 后 | Oe 
2 


-到 | re 2 ) oat 


in -去 
2 


wl 

一 一 一 
忆 
ep ， 
十 
QO 
个 
qq 


n f{” sin nt 
2 
2 


dt+0O{1), 


第 一 项 的 艳 对 值 不 大 于 


nt AS 
sin -本 
maxt cot 5 | $2lt) | | 
Cf 站 din 区 要 
0 2 


] 


Oumax [$0) 1) +0(§) on). 


从 而 得 到 
.十 二 tht t 
(2) bt 0 ee +0(D). 
人 2 
设 
t palt) 
写 T oon 
RAT 一 一 
那 未 (2) 可 以 改写 成 
ott Sy 


将 此 式 和 (2) 相 千 合 而 施行 加 法 ,我 们 得 到 
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nt \3 
oy -下 se 人 2 jw 


从 而 得 车 
(3) on), 


从 (1) 和 (8) ,得 到 
3 =0(n), 


将 此 起 与 (8) 边 边 相 加 , 则 成 
DBo+B1t .t+BD) 一 om. 

这 就 是 如 十 二 十 … 十 二 om)。 利 用 (D ,此 式 尺 可 以 写成 

(4) Bi+28sa+*… -+n8,=o0(n). 

将 最 后 两 式 相 加 , 然后 乘 以 二 让 工 ,就 得 到 
Bo+B1+tBat+…+B,=o0(l). 

从 此 式 和 (了) 得 到 n8, 一 oC1)， 这 就 是 (i)。 

现在 放 明 (让 和 (i) 含 用 [f; wg] 一 f(z)， 由 直 ) 得 (4), 己基 产 明 
人 含有 (3)， 从 (8) 和 (4) ,得 到 
之 + 2 人 一) 一 o(p)， 


或 是 . 


如 十 五 十 十 吉 一 o(m)， 
从 而 
《io 于 … 十 如) 十 (8 十 2383 十 … 十 28 一 0(n) ， 
或 是 
Bit B+"+B;=0(l), ; 
这 就 是 


0 ot 


上 加 (四 一 一 一 彩 一 OU 


10. 十 和 感 和 收 笋 51 
另 一 方面 ,从 (这 ) 著 得 


(6) "| pi(t) cog nt dt— ~ sin nt dt=0(1) ， 
精 合 上 面 的 精 果 ,得 著 、 : 
fd oD. 


这 个 千 果 相当 于 S[f; z] =f (2). 证明 完 毕 . 

从 (四 知道 : 当 全 成立 时, STf; z] =f(w) 等 价 于 

名 [do 一 少 ; 0]=0, 

这 个 精 果 ,可 以 拓 广 成 如 下 的 形式 : 

系 王 假如 f(z2) 在 2 的 二 次 丕 均 丽 数 $s( 直 二 0( 了 DD , 闭 未 GEf; 2] 
和 全 [Bn; 0] 同 时 收 货 或 同时 发 散 ,这 里 

Delt) —=polt) —Ap1) + + 1) pett) (p>1). 

我 们 应 访 留 意 : 当 加 ( 必 ) 二 0(]) 时 , 加 ( 拉 ,( 拉 ，… 都 存在 . 

水 也 当 $s( 人 =0(1) 时 ， 任 一 收 伊 定理 中 的 gs 从， 可 疏 换 做 
Biel), 例如 : 两 条 件 
(8) $b) =0(1) 和 Br ELO, w) 
含有 [4;z] 一 f(z). 

申 于 


所 以 于 加 EL(0, ne 为 有 界 变 差 . 证 一 1 ,我 
们 就 明白 : 伐 赖 普 山 的 定理 是 柔 2 的 一 个 特殊 情况 . 由 是 ,就 驳 四 来 
部 , 狄 尼 定理 并 不 示 于 伐 地 普 了 定理 . 
但 是 ,将 (6) 和 翻 具 格 的 收 化 条件 相 比较， 煞 优 执 劣 ,还 有 待 研究 ， 
10. 连 组 和 收 艇 


有 异 变 差 画 数 (4) 的 @[ 用 是 处 处 收 化 ,但 是 F(z) 可 能 有 不 韦 各 
点 ,所 以 画 数 的 加 种 性 并 非 是 定理 志 家 数 收 象 的 必要 人 性. 那 未 G[ 刀 在 
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J 的 速 灶 点 ,是 否 一 定 收 敛 呢 ? 十 九 世 埠 初 时 的 人 , 大 津 相 异 : 连 炉 而 
数 的 富 理 埃 般 数 是 到 处 收敛 的 ， 到 了 1876 年 , 波 阿 -天 伊 莫 (Du Bois 
Reymond) 旗 有 如 下 的 
定理 1 这 种 画 数 的 富 理 埃 般 数 未 必 到 处 收敛 . 
【让 明 1*) 设 甩 a; 是 一 个 正 项 收 倒 级 数 ，{ 是 一 个 正 整 数 的 令 
列 ,它们 有 如 下 的 关系 : 
N.>8, alogN,—>o0. 


. 于 (一 00, 00) 上 作 如 下 的 周期 男 数 了 (2): 


f(-o) fo)=f (e+); 
识 % 二 Nm no=1; 当 福 <2 一 时 ， 
yz) 一 or sin ma (r=1,2,.). 
由 于 了 (也)=0 (r=0, 1,…) ,所 以 0O) 一 0 的 藤 , le) 在 (一 co co) 


上 成 一 连 著 画 数 . 但 是 , 我 们 将 证 作 [ 有 在 原点 是 发 散 的 ; 事实 上 , 我 
们 能 证 : 当 > 时， 


J (hk) -上 | 7 人 -2 和 Gs-yoo0, 
特 (写成 


区 
Ly nr ei .li 
Sa | Sin ny -sin em dt, 


又 将 其 中 的 积分 写 做 和 (四 ,8S( 有 一 加 orjrt8), 屠 末 
TE) =apjr(b) TS (EL), 


由 于 
yA eoslm—mlt—oos(nstm)! 
a di, 
所 以 


* 这 里 的 例子 ， 是 群居 区 (Sehwarz) 所 栓 的 会见 险 惑 - 洛 各 净 斯 基 的 + 富 理 块 般 数 》 
(1956)， 第 50 页。 a 


区 ， NN 


训 (b) 一 喜 Lonet ge og meHOG 3 


当世 万 了 时 ， 


wintnt hy| 


j= coew gu -于 | 人 


sing—ne 1 C4 人 jwinatml 双 
Hy 


< ek "oogwa 
上 | tor tm | max | 4|， 
这 里 是 应 用 了 第 二 中 值 定 理 . 由 是 可 知 : 当 了 z 友 时 ， 

5 or 工 

Od er ri Dr" 
从 而 ， z 

让 
SF)<ar 2 Cry 


TD> 人 和合 log Ni~0(D 0. 
定理 证 毕 . z 
一 般 地 谣 : 发 91(2) ,ps(2) ,… 是 [4, 妇 上 一 列 就 范 的 直 交 醒 
数 . 设 
f le) ~E oupnlo), Saf; 2) = ope), 
则 Sn( 了 ; 2) 等 于 


[WEAROPAOL AOL A LE 


Bz, Y) = > ACLACR 
我 们 称 
MACE 
为 fps()} 的 勒 具 格 因数， 当 |f(o) <1 时 ，18.( 户 四 spto， 
对 于 [一 m， ee 角 夯 数列 


J 3 Vm 
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来 说 , 勒 贞 格 画 数 


2 Bx 
1 | 2 j sin (n+ 0- 一 多) 1 “| sin nt 二 )+ : 
Ee Se -es ~ 
2 2 a 
h sin 3 a 2) 上 sin 及 


是 常数 , 称 这 个 常数 p, 为 勒 具 椅 常数 ，{p,} 井 不 是 有 界 的 ;事实 上 ， 


千 
pa log%. 
这 是 因为 m 等 于 
| sinnt cot +oosnt |dt—0n+001), 
这 里 
sin nt cot 二 | d= 2| nm a+0(D) 
To 0 
2 ia ” gin% 
| oa-3 中 人 如 十 095 SHO) 
二 


由 于 这 个 事实 ,所 以 定理 工 是 下 述 定理 2 的 一 个 特殊 情况 . 
定理 二 ” 钻 {p,(4)} 的 勒 具 格 西数 是 no) ; 在 点 zo, 假如 
limsap pco) 一 cc， 

那 末 必 有 je) 一 并 cnos(z) 在 2 一 ao 发散， 

【证 明 】 固定 %, 别 f(y) 一 sgn ,zo, 9), 对 于 这 个 站， 
. Su(f; wo) 一 pekdzo). 
一 般 地 诉 , 这 个 是 不 连 征 的 . 现在 取 连 续 画 数 f(y) 适 台 于 
fs) 1 <1 和 | Ef) -fs Bleo, Way < or), 
那 末 


Sofn; ao)>> 到 mn(ao)， 


假如 有 一 个 了, 它 的 富 理 埃 般 数 症 osgpw(2) 在 2 发散 , 那 末 定理 2 已 远 
”成 立 ， 假如 不 然 , f， 的 富 理 埃 航 数 在 vm 收 做 于 ys， 那 末 取 适 当 的 1m， 


11. 唱 售 指定 法 
m, … 以 及 正 项 改 条 数 习 mm， 六 一 土 or 作画 数 


Fly) = or fn ()， | 
取 定 了 mr，…， 9 一 之 后 ,使 种 人 


CRPre 一 SO ， aly < 5 Ot pny? 


由 于 加 af, 的 富 理 埃 各 数 收 铺 于 加 a,y。, 所 以 取 m 足够 大 ,可 使 


Su( 3 pL > wo) 


“2 让 甸 Pres 
注意 着 


了 
pns (Op+i 十 Qjp+s 十 "…) 志 6 CkDnsy 


Be( 忆 ， Cy fn go) 


我 们 具 到 
SP; vo) > lar fn; oo) 一 吾 aapm 一 于 op 
从 而 
wo) 之 > pw “>00, 
址 明 完 华 ， 
11. 混合 判定 法 


前 了 述 公 郝 普 山 , 杞 格 , 勒 贝 格 ,以 至 日 尔 斤 的 各 种 收 化 判定 法 ,都 是 
专 凑 面 数 7 的 “ 连 秆 情况 ”而 断言 G[f; 2] 的 收 化 的 ， 假如 已 者 知道 
[用 的 系数 具有 某 种 性 质 , 那 未 结合 一 数 的 性 版， 可 得 混合 利 定 法 。 
例如 , 哈 茂 和 立 股 尔 伍德 在 1932 年 的 偷 到 教学 会 期 刊 上 [参见 意大利 
的 匹 沙 年 刊 (Annali, Pisa 3, 1984)] 证 有 如 下 的 

定理 ”假如 作 [ 放 的 系数 是 0(n-') (8>0), 屠 末 在 关系 


Dtn -fo(lgl)” (>+0) 
成 立 的 点 2, 全 [ff; 20] 收 钙 了 于 了 (wm). 
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我 们 应 著 注 意 : 当 。(f; 8) =0(log 当 ) (8-> 二 0) 时 ,条 件 


| EY 一 Ja 人 | dt=0(1) 
均匀 地 成 立 , 从 而 必 [ 有 1 匀 狂 于 f(w)，(1) 虽 然 命 有 Jf 在 ?的 连 种 性 ， 
但 是 并 不 含有 访 [f; 2] 收 钱 于 f(z%) ， 关 于 这 一 点 ， 后 面 还 有 群 细 的 给 
述 ， 对 于 定理 的 群 明 ,我 们 先 建立 两 个 引 理 . 

引 理 1 有 和 界 变 差 画 数 了 (2) 的 官 理 埃 般 数 的 部 分 和 S.(z) 是 均匀 
有 上 界 的 . 

证 明 ]】 我 们 知道 ,等 式 


BS, f;m) = (re) = 二 | Met) tf (et) gin nt dt + (2) 


如 


中 的 mw) 是 与 敏 于 0 的 . 珊 2(z 十 人 鸭 和 wm(z+ 攻 是 大 xz 十 办 的 正 变 差 
和 和 喘 变 着 由 第 二 中 值 定理 , (0, 四 中 ,有 所 和 加 适合 于 


ms 一 | ft 


-pe+o) | Pe 一 nz 二 可 站 2 dt. 


积分 太 sin mu 学 - 的 各 对 值 等 于 


排演 3 
| i a < max 


nty 0<a<p 


上 sint | 
t Ld 


容易 证 明 ,后 者 小 于 x， 从 而 
[Zl p(wt nr) +ne+7r)=V (2, w+). 
F(e, 人 表示 了 在 [e, 5] 上 的 全 变 差 . 由 于 
Va—nr, ttV, str)—V(— wr, x), 
所 以 3,(w) 是 均匀 有 界 的 ， 诈 明 完毕 ， 
引 理 2 ”假如 了 (0) ~ 于 oo 十 局 (o cosnz 二 sinnz) 是 一 个 勒 具 
烙 - 富 理 埃 航 数 , 那 末 对 于 [4, 8] 上 的 任 一 有 上 蜡 变 差 责 数 ;成立 闭 等 式 


NI 


. 11. 混合 判定 法 六 
人 roy 人 oa 


-去 o| ra)az+ 吾 [® | oanag(z)ae+5| sinneg (zd |. 


【证 明 】 我 们 不 妨 假 设 [6, 如] 是 [0, 2w]。 写 着 
dz) 一 arcogow 十 Do sinng, Ss.(w)=S(g; 7), 
交换 积分 


[Got ) se 


-二 | ”9g0) 人 2 
2 


flr)arat 


中 的 积分 次 序 , 我 们 得 到 


¥o) 9 Dat S| 9) 4s) 


-去 [ao| oo 1 dt do 


2 
-| f(a) Sr(g; o)do>| fF le)g Ce)de, 
后 者 由 于 Sy(g; ) 是 有 界 利生 匀 钱 于 yg(s)， 这 就 完 万 了 引 理 2 的 肚 
盟 、 
【定理 的 证 明 】 我 们 只 要 对 于 偶 画 数 (六 一 卫 m cos 呀 在 条 件 
9 人 log 上 =oCD 和 四 一 O0r9) (8>0) 下 ,来 导出 
et a00) 


就 好 了 。 自然, 我 们 可 以 假 就 | p(D) 怀 一 0; 从 而 co 一 0?， 当 8>1 时 


9 画 数 9 (0 一 工 -cos 肖 ,二 太 p(D 末 是 双星 | gG06 一 0 和 3(Dlog| 引 一 (的 ， 


艺名 一 囊 一 闪 ” 富 理 埃 极 数 的 下 笋 
般 数 卫 a, 想 对 收 稚 ， 因 此 , 我 们 只 要 在 8<1 的 傅 况 来 三 对， 与 着 
n= 二 $6, 
Foo 人 人 -ever 
这 里 ,从 g( 提 一 0 人 ) 得 到 P=o(1); : 


Ql goes (log 引 上 srg" ie). 


难于 五 , 利用 引 理 2: 
-二 ,~ gin nt _ 写 可 Sin nt 
2 a 习 c mm dat 


不 gw 
= | d+ Ban coe mi ain Wt 3 


1 增 寺 夫 t 
第 一 项 是 
a sin 2nt Gh- Oan) =0 (ms); 
第 二 项 是 
的 A | me nT. 他 -Th， 
关中 的 角 娄 可 以 分 坟 各 下 的 四 个 部 分 
{J 办 一 二 2 0 
总 十 
m= n= [#] 于 十。 仿 王 特 十 生 。。 22 才 十 并 


[ 引 1 pi 1 EE 
过 -8 5! 1 pp 一 全 一 上 
pe 于)+a 仿 7 一 倪 过 i 


< Dm + GCap 
一 On log wm) ， 
从 而 召 一 On 一 log n) 一 0《 了 DD) , 卫 十 @ 十 瑟 一 of ， 恋 明 完 毕 ， 
1985 年 , 哈 戴 和 立 腹 尔 伍德 在 剑桥 哲学 会 (Cambr. Phil. Soc.) 的 


杂志 上 ， 人 mm 一 On 改进 成 
一 4 (>0), 


11. 混合 判定 法 ”59 


这 样 的 定理 , 它 的 “假设 部 分 ”含有 璀 个 条 件 ,一 个 是 连 积 性 条 件 ， 
还 有 一 个 是 系数 条 件 , 定理 的 藤本 是 SLf; gj] 的 收敛 我们 称 这 种 类 
型 的 定理 是 ' 计 询 ” 式 的 定理 ,因为 时 讲 (0. Tauber) 起 有 如 下 的 定理 : 
于 wv>10) ,qnw 一 ol1) 的 语 , 也 a 一 8， 最 后 ,我们 还 要 指出 ，. 
定理 中 的 柔 数 条 件 不 可 以 除去 ,就 是 说 ,只 有 定理 中 的 一 个 连 秆 条件 不 
包含 赵 数 的 收 做 性 . 四 

实际 上 , 哈 戴 和 立 脱 尔 伍德 (1984, Pisa) 莽 有 如 下 的 

定理 ”对 于 任 一 单 秽 趋 近 于 0 的 正 数 数列 {ww} ,存在 着 面 数 p (2)， 
满足 下 面 四 个 条 件 : 
pI~E oo0sni, ott) logltl =001) (G30), =0n"”)， Zo 发 敬 ， 

【言明 】 首先 讨 明 ; 当政 所 访 ，0 < 中 < 时 ， 有 息 对 常数 4 
适合 于 
g gin nt A 
x nlogn —logt" 
当 丸 <r 一 [到 ] 时 ,上 式 左 方 小 于 


1 1 2iz 4 
人 gw 1 logn logr < 二 gf 


假如 >r, 那 未 从 六 - 忆 + 疡 得 到 
ee 


NX 


fy 加 各 于 此 | < 一 全 TlogT re ax | Ds 
4 1 1 而 
六 一 了 一 一 十 一 -一 一 一 9 
一 gt Tilogz 2 sin 二 —logt 
4 是 艳 对 常数 ， 


屋 {mr} 和 fm} 
r= 2n > 2ney, Mr 三 Br 
从 而 gr— n> Bn = 一 %r-1 十 0r-1， 时 


CO,(t) =2sin gr t" 放生 用 
a (2) =Zor Or 3 


69 第 一 窒 帘 理 埃 航 数 的 收 铬 
这 里 m>0, 了 wm<co。 有 由 于 


4 
lpG<| 入 co- +T 放 放电 ,a， 


# |r=FRt1 
所 以 p01log t=0(]). 将 习 arCr( 四 中 的 Cr 写成 


Cos(gr —mr)é .C08 (qr— mr)t 
tr iog 各 mr 10g thr 


Cos (gr mr)# cos (m+ rr)t 


mr log mr nr log ”r 
那 示 乘 以 mw 而 相 加 , 就 得 到 yp 人 的 余弦 展开 arcos mt 一 一 拓 无 井 项 


1 
miogm tT mlogme 


对 于 ar 和 mr, 取 %% 适合 


oy [1og |” 


的 遍 , 那 未 号 an 成 一 发 散 般 数 (无 限 振动 的 逆 数 )，。 
我 们 见 到 


多 


工 
人 
Tr—hrensdrtrtr hp log Ter 
因此 ,假如 后 者 等 于 
DFI 十 mr) 一 Droer)， 
那 末 ww 一 On 7) 而 定理 成 立 . 
总 而 敬之 , 获 明 归 烙 于 同时 建立 下 列 几 件 事 : 


ar>0, Dar<oo, mm> 3 1，orlog >, 
元 Or 
取 定 -ty yor-i, ?wr-1 之 后 ,我 们 取 nw 使 得 


log log 二->， n> Br 
Mr 


1 那 未 卫 m<co， 取 m2" 为 mr, 那 末 


12. 共 幅 家 数 的 收 改 两 题 ”81 


logm_ 于 log log. 
"108 om Iog Iog mr 1°8 Tog Li] 
1 1 
z > Tog gn Sh ”~ 
可 1 1 
加 ~ -一 一 ?mr = Hy 
mr ]0g mm O (ne i 0 (nr” ) 。 

证 明 尘 毕 ， 


1 共 屯 航 数 的 收 禾 问题 


用 了 f 的 性 质 如 何 给 出 号 [f; 2] 的 收敛 条 件 ， 称 为 共 二 般 数 的 收 伏 
同 题 ， 相 当 于 犹 尼 , 神 格 以 及 若 当 的 ,前 面 已 多 襄 过 .这些 定理 的 形式 
是 在 适当 条 忻 下 ,不 立 闭 


So(z) -7 (2, 至)-o(D)， 


这 个 条 件 并 不 含有 积分 
re-- 寺 | ea 
”Jo 2tan 志 


的 存在 ,从 而 它 提 不 含有 信 [f; x] 的 收 伐 ; 但 是 当 这 个 积分 存在 时 ,. 上 
述 条 件 含有 吾 [F; 4%] =f (2). 
认 <>0, 蝠 
Fw) =f,(%, 4) -去 Walt) cot 


dt) = 8, 49) —S es) —fr (ey), 
我 们 要 研究 极限 tim d, (2) 何 时 存在 的 问题 . 在 六 ce) 的 一 个 普通 不 连 
视点 =, 我 们 已 经 知 道 ,极限 


lim Sn (%) 2 _ 了 
中 一 so log % TT 


存在 而 不 等 于 0, 积分 7(w) 也 不 存在 ; 但 是 ,极限 lim d,(z) 可 能 存在 。 
例如 


了 (7 一 Sia 5 十 于 Sin 35 十 … 一 开 Sgnw% (—w<w<m) 


62 ”第 一 春 ” 富 于 渗 极 数 的 收效 


的 话 ,， 一 Fe) cos wp 十 圭 cos 8 十 …; 在 点 z=0, 
mS 
WD) = 
页 ee 1 _1 1 1 
50) ~ 轩 TT 了 le"+ 182+ 元 7+0(1)， 
7 是 欧 拉 常 数 : y= 二 0.57721…; 


了 =-J 了 [ 2 . 0 
fx(0) = 了 


pr 
从 而 
—4,(0)—>3 (7 +log 9)， 
另 一 方面 ,从 
§.(0) = -于 OR EE 帮 re a 
o 2 tan 可 | 
得 到 


1 1 1[” 1—o08nt 
和 mean+ 到 >- 让 一 -一 -一 0 十 of 
2 otant 


2 
一 般 地 发 , 改 ,fte+0) 一 f(w 一 0)=4, 则 从 上 式 得 到 


- 引 (1—cosnt) di— Slo) + (log n+ 二 7Y)+o(D). 


0 2 tan 方 


两 边 加 上 一 所 (vw, 4), 我 们 见 到 
ds (2) 十 全 (log 2n+y) 


| ia- 让 (aD -DG em) guo0) 
T), otant. 下 j 2 tan 志 

2 2 
-站 | Ooeoa 


T t t 
#2tan3 2tan 可 


+ 引 《ds 人 一 中 08 mt dt+o(1). 
g 2 tan 可 


NI™~ 


ctlie 


19， 共 嘱 地 数 的 收 铺 奖 是 
右 端 第 一 项 等 于 
d 


-了 log 者 -一 上 (一 一 log ¢+log 2n), 
从 而 
dav) = ee UO 


2 tan 亡 


十 圭 We a coant dt+o(l). 


和 2 tana 可 


上 式 中 最 后 的 积分 的 上 限 =, 不 妨 写 成 5(0<6<)， 反而 得 到 如 下 的 
定理 1 与 着 li(o) 一 及 (2) -J(2, 9), 当 4 一 lim s(t) 存在 时 ， 


极限 lim au(z) 的 存在 ,只 取决 于 了 在 2 附近 的 而 数值、 等 式 


ml lm tle) 一 一 和 
成 立 的 充 要 条 件 是 
站 (的 -四 Ga 区 al 二 | LO em 
a 9 2 tan 避 多 2 tan 可 
=0(1), 
这 里 的 3 是 (0, 7) 中 任 一 数 . 


系 1 当 
于 | yat)at=d+o(l) 《0) 
时 ,等 式 (]) 成立 的 充 要 条 件 是 
lim 上 WW) oo nt dt =0, 


i 
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4 
ea CA -oa 
2z tan 0 
+ 引 | [Ww) —dlav at 
0 2 tan 3 0 
=o(D) +| oln) dt=o(l). 


票 号 或 是 业内 一 EL(0, w)， 或 是 了 在 4 的 近 旁 为 有 界 变 
差 , () 必 成 立 ;在 这 个 情 现下 ,加 上 了 (z+0) 一 /2 一 0) , 那 未 
Sl) ~fn(2)—>0. 

事实 上 ,在 的 近 旁 为 有 界 变 差 时 ,极限 电 (十 0) 一 4 存在 ,从 而 
了 | WDdu=q+o(D); 由 系 革 ，(D 当 下 面 的 积分 为 o(T) 时 成 立 : 


| =|- 业 cog nt dt -+0(1). 


晤 后 的 积分 一 一 ” 是 一 个 适当 小 的 正 数 一 一 等 于 


[人 
+ 二 | SD ye) 一 四 二 


ja 友 
再 


=0(D) +0(| leg |) + hd ~ Sd, 


这 里 之 <<m。 末 项 ,出 车 当 的 定理 ,等 于 of 人 ; 预先 取 很 小 ,可 使 


由 z(f) 在 (0, nm) 上 的 全 变 差 小 于 8。 因 此 三 项 的 和 小 于 s 十 0(1)， 8 是 
可 以 很 小 的 ,从 而 条 1 中 的 条 件 成 立 ; (四 也 成 立 . 
当 (ys 从 一 的 -ELZ(0, ww) 时 , 系 1 中 条 件 显然 成 立 , 从 而 (1) 成 
立 ， 
假如 ww 是 了 的 一 个 连 苇 点 , 那 未 4=0; (了 ) 变 成 出 (zs) 一 0(1)， 效 
法 勒 具 糙 定理 的 诈 明 ,我 们 可 以 建立 


19， 共 由 般 数 的 收藏 问题 ”65 
定理 2 ”两 个 条 件 


PO) =| lh) lau=0lt) 


| SE) oO ot =0(1) 《>0) 


2] 


合 有 Bla) -7(c, EE)~=0(D. 


我 们 还 应 藤 留 意 ; 当 罗 (1) ol) 和 有 (Co) 一 7 (z, 本 )~olD) 成 
立时 ,区 [了 ;2] 收 做 的 充 要 条 件 是 了 4) 存在. 事实 上 , 如 AE(52 ,三 ) 
的 话 ， | " 

~ = 1 于 
[Fe, 1) -7(e, 2)| < P(E)=00. 
从 而 , 当 m>oo 时 ， 
So) —7 (0) 一 | Se) -7 (2, 2)|+ [7 (%, 2) -Fe, 1)| 
+ [f(s, h) —f (ee)] 
滔 近 于 0. i 
从 $8 的 议 苔 ,我 们 断 嘻 : 定 至 2 中 的 两 个 条 件 等 价 子 下 面 一 个 条 
‘lim | et ~ eh) | a=0. 
050 jy!l 二 t 
另 一 方面 ,密斯 拉 (M. L. Misra, 1985) 姓 明 : (2) 存 在 的 话 , 上 面 的 极 


限 等 式 含有 5.(2)->f (2) (伦敦 数学 会 期 刊本 工 . M. 8. 第 十 千 ) .但 是 
定理 2 中 的 两 个 条 件 包含 等 式 


S,(2) —F (%, TL)=o0) 


的 事实 , 齐 草 蒙特 (Zygmund) 的 < 三 角 航 数论 > 中 已 灶 提 及 , 因此 密斯 
拉 的 糙 果 ,并 不 是 完全 独 估 的 .于 行 了 日 尔 斤 的 定理 ,我 们 可 谣 如 下 的 
定理 S 两 个 条 件 | 


件 : 


656 ”第 一 章 ” 间 地 块 枫 煞 的 改 艇 


rl) =| bl) do 


lim lim sop | ttt ~) | go 


kam 入 了 十 0 


含有 5,lw) -了 (2, 于)=0(DD ,此 时 , 杏 (f;w) 收 做 的 充 要 条 件 是 了 (2) 


的 存在 . 
【 诈 明 】 由 定理 1, 我 们 要 从 所 设 两 个 条 忻 导 出 


~ [elyoot$, (Lo08 net+ | (ieot 可 “oo8 ni df =0(1). 
第 一 项 ,由 于 从 一 o( ,是 0( 了 D; 这 个 证 明 ,前 面 已 赤 做 过 .因此 ,我 
们 只 要 证 明 第 二 项 是 o(1)， 首 先 证 明 
LO NO 
这 个 积分 等 于 


Kear ja” 
t : .3 神 ft 1 ” 1} 
[Ceot 却 soe | a (0) nsinnt cot 可 下 可 c08 nt 00560 至 at 


二 | {om +of Ta. 
从 而 了 (8) 二 oi1)， 由 于 
‘4 | Welt) oot coa nt at 
= + 全 + 人 | (teot 008 nt 
Le 
这 是 0(1) (参见 B 尔 斤 定理 的 放 盟 ) , 所 以 定理 途 明 完毕 . 


第 二 章 


“ 富 理 决 级 数 的 和 


1. 高 理 埃 航 数 的 和 


的 富 理 埃 极 数 G[ 让 , 基 至 于 在 了 的 过 纺 点 ,也 有 发 散 的 情况 ,这 
是 前 章 已 猎 届 过 的 ， 另 一 方面 , 求 胡 数 的 “和 ， 左 不 限于 “: 政 仇 法 , 收 
伍 法 就 是 用 部 分 和 的 极限 lim 有 来 求 和 . 事实 上 ,全 Sn(z) 是 
人 ff; 有] 的 都 分 和 , 当 % 为 了 的 连续 点 时 ,等 式 
(1) lim So (w) ts) te) =f(%) 


前 中 ca 


成 立 ， 这 是 匈牙利 的 费 耶 (Tejtr) 于 1904 年 证 明 的 ， 后 来 , 勒 上 只 格 指 
出 , 在 了 的 不 连 秆 点 w，(1) 也 有 可 能 成 立 ; 他 着 明 当 了 (cz) EL(0, 2m) 
时 , (了 D 儿 乎 处 处 成 立 、 由 是 从 [月 ,通过 算术 不 均 法 , 除开 2 的 一 个 
零 集 ,可 以 得 到 ja) 

除开 上 壕 的 算术 平均 法 外 ,还 有 其 他 种 种 的 求 和 法 . 


T=((amn)) (m=0, 上 上，…3 n=0, 工 …) 
是 一 个 无 限行 列 ,对 于 数列 Se， 31，… 或 枚 数 局 3 一 之 wu , 作 般 数 


Tn— 2D ana, (m=0, 1, 2, …)， 


第 一 举 ，” 富 理 埃 圾 数 的 和 
假如 一 切 数 Tm 都 收 钱 , 井 昌 数列 {zn} 具有 极限 


lim rm 一 心 ， 


Mico 


那 末 我 们 说 : 数列 {5S} 或 般 数 wh 可 用 下 求 和 法 求 出 它 的 ( 值 ) 和 ， 
( 值 ) 和 是 S， 得 写 这 个 事实 为 

(2) TT 一 lim 5,=5, 或 是 ww 一 S(T). 

当 Gmm 一 1， amn 一 0《4m 关 RW 时 ,了 求 和 法 就 是 收 笋 法 ; 对 于 算术 平均 法 ， 
我 们 见 到 


= 1 = wm) = 
Oma™ I (n=0, 1, ); Cmn 0 (n>m). 


当 访 一 或 了 Ww 一 S 时 , (2) 常 成 立 , 那 未 我 个 称 这 种 工 求 和 法 是 
正则 的 求 和 法 , 了 是 一 个 正剧 行列， 透 普 利 次 (Toeplitz) 于 1911 年 证 
得 如 下 的 

定理 1 行列 全 一 ((amn)) 具 有 正 旭 性 的 充 要 条 件 是 

(1) 访 loml<K (无 关于 mm)， 

(六) lim Oms—0 (%=0, 1, 人， 0 

(这 )》 lim ml. z 

[证 明 】 充分 竹 的 黎明 , 是 6, 一 8 一 8,, 那 末 由 于 8?0, 从 (iii 和 
中 得 到 


[mm- 引 <| 且 san +|s( oo-0| 


< 为 sen [+E max |8,] +o(1). 
利用 (六 ), 我 们 见 到 
lim sup |rn 一 8 1 <K max \gnl, 
左 映 与 入 无 关 , 必 必须 等 于 0， 从 而 rw 一 > 人 
三 个 条 件 人 , GD , (iii) 的 必要 性 ， 固定 了 作 如 下 的 {9,}: 
Sr=1, 8;,=0 (n¥h). 
内 9 一 0 得 末 zw>0， 由 于 和 一 aoz 所 以 ( 记 是 必要 的 


1 和 省 理 埃 般 数 的 和 
其 次 取 4 一 nm 一 0, 了 ,2，…), 那 末 Tm 一 也 am->1。， 所 以 (i) 是 
必要 的 ， 
最 后 峙 明 GD 的 必要 性 ， 首 先 鞍 明 一 切 级 数 马 |ao。| 都 是 收敛 的 。 
假如 不 然 , 有 一 个 mn 使 昼 |aon| 一 co, 那 林 


=| 训 awl] 
的 话 , 由 于 总 |am| ey>es 六 la 一 ez->co, 所 以 般 数 


DS lawl 
仍然 发 散 ， 现 在 杀 取 如 下 的 {6%}: 8, 一 esgn cm， 那 末 
zm 一 记 Bn | oem | 一 Co。 


这 是 不 合理 的 . 因此 , 也 jama| 天 co (ma 一 0 1，…)， 

更 在 假定 全 不 成 立 , 那 末 我 们 可 以 逐步 定义 自然 数 由 ,mm …; 
下 记忆 定 和 对 ,我们 取 
nw 之 mmr-1 使 


站 >- 一 了 om | 
2 {om <1, > | ow | > 人 9 十 3 
然后 取 mrs1>m 使 马 amn}<1, 从 而 


- [omn | >, 
对 于 下 面 的 收 镶 数列 {9,) (3,>0) : 
B=0 (n<m), Ss=T sgnone (Wn), 
我 们 见 到 z 
vm 一 a Si> 二 本 ann| ~2>7~2—>+o0., 


这 与 假设 “Ss>0 含有 rw>0 ”不 相 容 、 注 归 完 毕 ， 


我 们 应 该 留 意 : 当 5, 一 S。(a) 时 , 那 末 , 如 Bu(a) 多 化 于 8(a) 的 


四 


攻 ， ra(a) 也 与 伊 于 *(o)， 在 8= 0 的 情 忆 , iii) 可 以 从 略 ， 
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系 1 假如 正则 行列 全 =((amn)) 的 元 mw 都 不 是 下 的 (amn 之 0) ， 
那 末 zm 一 之 cnmn， 满足 
(3) lim S,< lim zw< lim ra< im 8,. 

【 读 明 】 计 (8) 的 最 右 端 为 S。 当 是 一 个 有 限 数 时 ， 那 末 对 于 
#0, 有 如 下 的 no: 

SS.<S+e (n>no). 
因此 , Tz% 志 0mo So 十 ami Si 十:… 十 GmmSm 十 态 十 Ee。 从 而 
lmzrm<S+e, lnz<S, 

当 有 是 十 co 时 ， 当 然 Hm rs 十 co， 双 车 8= 一 cc, 显然 地 lim tm 


=— 0 同样 > 可 诈 
lim rm 关 lim S,, 
证 盟 完 上 绕 ， 
系 1 是 下 壕 命 题 的 特殊 情 闷 . 


系 写 识 0=lim sup p> [om | ， Ta 一 之 xmo9， 册 尖 
8 一 Im sup S,, S—lim inf S, 
时 ,成 立 着 
Ce -0358 一 入 a6 


<lim infra< lim snp ra<S 3 人 +O 
【证 盟 】 写 着 8 一 于 (8 十 &) 二 5， 闭 末 ,由 于 
Hm sup | 志 | 一 一 二 宇 一 站 一 一 二 二 


所 以 从 ra 一 寺 SB+S) 写 au 十 习 aoot， 得 到 


lim sup rn<S++ S— SE lim mp Blam| = oS 一 全 


改变 第 二 项 的 符号 ,就 得 到 所 余 的 一 个 不 等 式 ， 诈 明 完 毕 . 
特殊 情况 发 gn>0, 二 90 十 qi 十 "十 gn 那 末 当 Qs—>oo 时 ， 


0 
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De 一 9o.g， 
do 十 91 十 … ‘gn Wn i 


这 是 斯 多 丁 次 (gtolz) 的 定理 . 特别 当 9, 二 I 时 , 我们 得 到 如 下 的 定理 ; 
Ss>5 含有 


No 十 3 十 … 十 和。 
—>5. 


通常 电 宪 做 柯 西 的 定理 ， 现 在 写 着 
Ss=—Ss, Si=S8+8Y++S, *, SiS 1t te; 
A2=I1, Ai=A8T -tAr, 7 A .44 二 二 4 


那 末 当 守 一 >8 (or->co) 时 ,全 sr 3。 但 是 ,这 个 命题 是 侠 不 过 来 的 
一 一 后 者 不 包含 前 者 ， 对 于 某 一 假如 


k 
lim 如 一 8， 


六 一 2 良 


那 末 我 们 改 : 数 列 似 ,) 可 用 {O,， 平均 法 求 和 ,和 是 态 , 对 于 不 是 正 整 
数 天 的 (OO 求 和 法 ,将 群 述 于 后 ， 由 斯 多 耳 次 定理 , (0C, 和 (6: 自然 
数 ) 求 和 法 是 具有 正则 性 的 . 

数列 {984} 的 变换 式 Qnw3% 含有 2， 马 是 贿 数 ， 可 忆 不 限于 正 整 
数 ， 例 站 了 一 二 +a 的 话 , 当 一 >eo 时 ， ”>4; 而 定 侍 鞋 在 这 个 情 北 也 
成 立 。 此 方 议 ， 


ou 人 四) 一代 一 人 )90 (0<r<1), 

那 末 院 a(r) 一 1 当 7-31 一 0 时 , ow(7) 一 0, 写 着 8 一 ao 十 g 十 … 十 Cr 
逆 末 . 

T= 一) 六 Sr 六, 
当 有 ->S 时 ,5(7)->8(r>1 一 0)， 后 者 不 舍 有 前 者 ,因此 假如 器 0n 或 
19,} 能 适合 7 07) 一 8 (r->1 一 0) ,我们 发 ， 疾 数 于 或 是 数列 {Sw} 可 
册 鲍 培 耳 (Abel) 求 和 法 求 和 ， 和 是 8， 阿 培 耳 求 和 法 , 一 名 团 阿 极 
(Poisson) 求 和 法 ， 当 r(") -8 时 ,我们 写 着 马 m 一 8 (4) 或 是 
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A—lim S,=8, 
定理 安 假如 也 ou 一 SC 人 (%: 自然 数 ) , 那 未 了 an 一 SC4)。 
K 证 明 】 从 TC0) = 二 or 一 入 一 了) 了 Snr*, 得 到 


5 (ln) sr. 
因此 当 6%/4* 一 S 十 o(1) 时 ,从 上 式 得 到 
(人 一代 一 他 8 (1 Asr")=S+o(D). 
实际 上 , 当 %n>m 时, S%/ A 一 S++gn, |8r| <s) 一 0 的 话 , Y() 等 于 
dm 名 Saress 十 O(s)。 


当 人 > 一 0 时 ， 此 式 是 Ol(z). 由 于 8 可 以 很 小 ， 所 以 当 7->1 一 0 时 ,这 
是 of 也， 诞 明和 完 圭 ， 
例 识 0<0<n, 使 朋 


二 十 eos 9 二 oog 20+…=o(4)， 
。 了 人 
sin 0 + sin 89+… 一 可 0t 二 (4)， 
事实 上 ， 
豆 十 C08 0 十 … 十 coang 一 一 一 一 广 一 ， 
2sin 去. 
多 
0 "3 
1 a tn 可 1 sin (na 十 二 可 
n+1 名 2sin ”2(n 十 T sin 5 


由 是 可 知 于 十 coeg 二 cos 20 十 … 一 0(C, 1) ,从 而 得 到 第 一 式 .第 一 式 
也 可 以 直接 从 


工 工 - 汪 
f=l 2 A + 


得 到 .又 因 
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本 1 cos (m+ 喜 )9 
3 DlsinvO= 2 1 厅 cot 广 一 
=] vy 二 1 1 2 2 9 gi 加 
gn —- 
2 
_ i+%n Se 


Cn) 


所 以 六 snng= 二 oot 豆 (0, 1 直接 从 
六 "0 -1 
得 到 卫 sin m0 一 十 cot 久 (4)， 
定理 BS 国定 一 点 2, 富 理 块 毅 数 名 [ 2] 可 用 正则 的 了 一 ((am)) 
求 和 法 求 和 是 了 在 5# 的 一 个 局 部 性 .这 就 是 茹 , 当 0<6< 之 wn 时， 
valf; 0) —Lh pa) Kn dtol)), 


这 里 
sin (n+ 去) t | 
Ent(t) = dma Dn (及 , Dt) Te Tn(f) 2) 二 之 OmnSn CT) s 
时 2sin 万 


Sm) = f(t Dds, gel) =f etd +f (oD), 


[证明 】 对 于 。>0, 存在 m, 当 m>m 时 ， 
| oO Da |<e. 


由 于 已 lam|<< 民 , 所 以 
| edEnOa| -| 习 co wo 的 DG 
~ p20 a (¥) D.(Watl+eE, 


合 m->co, 再 合 a->0, 就 得 到 
lim |" pO EnlD) =0. 


?4 
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证 明 宠 毕 . 


之 . 定理 埃 极 数 可 用 正则 了 求 和 法 求 和 的 情况 
定理 1 设 ((am)) 是 具有 正则 性 的 也 行 列 并 且 
| lk, 1d=00, 
则 当 了 (wt0) 和 了 (一 0) 都 存在 时 ,成 立 着 
lim rn(z) = 于 {f+0) +f(o~0)}. 
假如 加 ->0, 那 末 , 4 一 f (e+0) 一 f(z 一 0) 的 放 ， 
rmt hm) = | Eadatt Et Co) 001). 


(证明 】 由 于 二 | Ka(Ddi>1, 所 以 我 们 不 妨 假 设 去 [f(z+0) 
+f 2 一 0)1 一 f(w)， 又 因 区 m0 一 对 amwD,0) ,我 们 得 到 
el S| f(t) Kn (hd, 
从 而 rm 人 lo) 一 max 19s(2)10() ol 了 DD) 一 0(1), 这 里 
29s =f (e+) + eo-t) ~2f (8), 
这 就 建立 了 第 一 个 精 果 . 
要 证 第 二 个 辣 果 , 首先 假设 4 一 0， 计 
$d) =B{f (ot + (0—t)}. 
出 于 $ave) ~pa(0) 
= {f(t hatd) fo) + [fF (ethn—d) —f (0) 1}, 
所 以 当 3(s) 很 小 , p(s) 足够 大 时 ， 可 使 |b () 一 ps(0) |<s， 从 而 
mm 人 十 思 ) 一 各 (0) 等 于 


32) pen ~ fT Ra 2 Ger, Kal) 


-2 K(f) dt+o(D). 
第 一 项 的 起 对 值 小 于 


3. 宫 理 堵 执 数 可 用 正则 了 永和 法 永和 的 情况 75 
sw), Elare0G， 
其 余 各 项 的 和 是 "CD) ， 从 而 , 当 @=0 时 ,成 立 着 
人 + 0) 4 001), 
当 4#0 时 ,我 们 取 辅 助 夯 数 9(g) =f (9) 一 所 %(y 一 9) ,这 里 


by) 一 一 


了 和 一 习 王 号 (0<y<2r), £0) 一 0. 


由 于 gt 士 9) 一 f(e+O) 于 和 至- 襄 [Fe 二 0 十 jz 一 0)]， 9 
二 有 (%) ， 所 以 Y 一 5 是 9( 的 一 个 连 千 点 ， 从 而 
。 7 (十 jn 一 >9 (7) =f (2). 
当 jm>0 时 , Tm (4 十 hn; (yy 一 0)) 等 于 
2 emt) th mI Ea) 


1 hant whmtit | 
-元 | [+ | Eng 


十 1 上 [ 四 + ht | Ko 


Th, 


-| Chm) Kn) ds)” En | Kn (DatolD). 


从 Tnet hm; 9)->F (6) 和 Tn(+hn; hyo)) >] 区 oa) 就 
得 到 


walwt hn = Flo)+E| EndatolD. 


对 于 加 <0, 可 以 施行 同样 手 烧 而 导出 上 式 . 定理 诞 毕 . 

有 系 1 tn(z; 让 在 于 区 间 [e, 8] 上 义 钱 于 f(z) , 如 果 Je) 在 包含 
[4, 91 的 一 个 开 区 加 上 具有 过 炽 性 的 话 、 假 如 7(%) 在 Le, 5] 上 为 有 
界 , 那 末 zmtw; 让 在 [4, 5] 上 均匀 地 有 界 . | 

系 吃 ”对 于 工 可 积 画 数 f(z)， 成 立 着 如 下 的 关系 式 : 
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| 人 lis | [RK C2) | ate | |f {ew) az， 


| Im —f (0) Ide=0(l) (m200). 
【证 明 】 系 1 从 定理 的 证 明 容易 明白 。 系 2 的 第 一 个 关系 , 可 于 
[ma 人 | < 二 | f+DKK。(s) |dt 施行 积分 | …dw 而 得 . 


要 建立 系 2 的 第 二 式 ,对 于 s>0 和 适当 大 的 常数 互 , 存在 连 炽 画 
数 。(c) 适合 
I |f (8) —e(%) lw< 和 三 ， o£ 2n) = (re), 

于 不 等 式 : 
[rm es f) rn le; oO < fet) ott) | End) os, 
人 mei 六 -mesolao<s 

由 是 易 知 
人 re; 旋 -7a)ldz<| rateio-elc)lac+2e 
右 端 第 一 项 ,由 系 十 是 oft) ， 所 以 左 端 是 oCD 。 证 明 完 毕 . 
了 求 和 法 中 的 积分 
1 T 
二 | Ea) 14 
相当 于 直 交 夯 数 琢 数 中 的 勒 具 格 常数 ， 它 的 有 界 性 是 速 逢 夯 数 的 富 理 
埃 胡 数 可 用 相应 的 下 法 求 和 的 充 要 条 件 ， 事实 上 , 当 这 个 积分 级 列 非 
有 界 时 ,我 们 可 用 第 一 章 中 有 关 无 界 勒 具 格 常数 的 方法 ,作出 违 入 画 数 
f, 使 必 [ 用 不 能 到 处 可 用 相应 的 了 法 求 和 ， 当 Km( 有 ) 成 一 正 值 画 数 
时 ,上 面 的 积分 等 于 
1 zz 
下 E。 We, 


是 有 界 的 , 井 且 成 立 着 


2 客 理 块 般 数 可 用 正则 Z 求 和 法 求 和 的 情况 77 
lim inf $z (月 SE lim inf Tw (2) <S lim SUDP Tm (2) 去 lim gup $e #), 
(0, 由 来 和 法 以 及 阿 培 耳 求 和 法 都 是 这 个 情 于 的 特殊 例子 
在 定理 工 中 ,假如 把 条 件 | | 一 0(1) 加 强 , 那 未 关于 fe 土 0) 
的 存在 条 件 可 以 便 弱 ; 
定理 之 ”假如 正则 行列 人 一 ((aww)) 适合 nlamw| <o0 (m 一 0,1,…) 


和 
人 [RD at=001) (Ralb) = omD, (lt) ), 


那 未 当 | .pe 人 au 一 GD) (>0, 29z 人 一 (ze 二 六 + 一 全 一 27(o) 时 ， 
Tm) — Dann Ss 2) >f (8). 


[ 款 明 】 由 于 Bwiawmr| 达 0, 所 以 KK' 的 一 am Dn(D 在 0<i<w 
中 是 连续 的 .对 于 se>0, 存在 着 8 使 当 0<t<5 时 ,积分 


p10 —| veld 
的 绝对 值 小 于 st。 从 而 
[OLAOL LAL OO A 


的 起 对 值 小 于 83 吉 coseo 多 号 |amn| 十 s0(1) 一 20GD)， 由 $2 的 定理 
3, rm(z) 一 f(w)， 能 明 完 毕 . 

票 wi) 一 0() 爹 有 [J; =f(z) (4). 

[证明 】 设 了 (0) ~~ 台 4.(0), 则 局 44(o)m 等 于 


二 | [去 +> cos (t—%) + |f 0 a—T| P(r, bf—w)f tas, 
这 里 : 


PrdaPO=L i >0, LE<0 (0<t<n). 


5 1—~27rc0st+ 7 ” 就 
因此 


人 PP VC | Ddt=|" PO dt—wP(n) < 到. 


7 总 
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出 是 ,从 定理 2 得 到 S[f; 呆 一 Fe) (4). 
应 误 留 意 : (QC, 1) 求 和 法 中 的 核 


二 和 
1 Sn (mT1) 二 
| 
aint 


2 
不 满足 | 4 dt 一 0(D， 因 此 ,从 px(g) 一 olt) 不 能 断言 


SLf; 2 =f lr) (0, D). 
对 于 这 个 车 果 ， 下 面 的 定理 输出 一 个 光 分 条 件 - 较 强 于 费 耶 的 
条 件 . 
定理 仿 ”发 正则 求 和 法 外 一 (Ko 满足 条 件 2 Wim| 之 co; 楼 


Kn lt) 一 之 Gmn Dr (2 


满足 条 件 |KKn( | 二 区 nl), 尺 ml 是 0< 友 于 上 的 全 如 车 画 数 , 萎 潇 
足 


1K" 0 <Hi0ZHSn), | |[K" () |df<H,. 
在 这 些 情 吏 下 , | |gs(w) du 一 ol) 含有 zn(t) fw); 这 里 
ge = {fot + 2 (0)}. 
【 主 明 】 对 于 s， 存在 着 8, 使 0<t<8 时 ， 
D0 =) loel ladu<et. 
从 而 z 
ledEn Das oD I ES Da 
~ <p) EO) 一 | SO EY 
<sHit+s[ | EY (0) di<elHi+ H,). 


此 上 pe 的 En 的 一 0(1)， rn(e)->f(s)， 醒 明 完毕 . 


2. 定理 埃 徐 数 可 用 正 划 了 求 和 法 求 和 的 情况 


末 1 | jp. lau=oG 时 ，S[f; 一 f(z) (0, 1)， 假 如 


7 ex) 在 某 一 开 区 问 中 是 连 蒜 的 , 那 未 在 此 开 区 阳 中 的 任 一 于 区 问 上 ， 
Cn.F; 2) 与 化 于 了 ce)，an 是 {8m) 的 算术 平均 ; 


(let) 一 Fo) az-0， 
【证明 】 事实 上 , Fw 人 适合 


1 
= Fantjdt—1, Flt) -| (a) (0<i<m)， 


0 pe 
因此 , 到 相当 大 的 及, 填 Fn(t) 一 


让 我 们 晃 到 


OFnlD) PHD), iPE() <H, PY (0) = Fm, 


# | PY 人 |= 4 五 | 人 = 


(LF ma 人 
由 定理 3, SS[f; 41 一 f (2) (C, 1)， 甚 余 各 项 的 证 明 是 有 明显 的 ; 

系 吕 在 flz 上 +0) 和 了 lw 一 0) 都 存在 的 点 z, 我 人 有 如 下 的 “ 数 
集 ”: . 

Go= [min (fst0), flr—0)), max (fst+0), fle—0))1. 

当 mr->co, 有 30 时, cm(f; z+ 加 的 一 切 极 限 点 所 成 的 策 就 是 G9 
关于 (O, 1 的 青 台 斯 (Gibbs) 集 ， 

【证 明 】 裔 mh>4( 一 oo 所 4 所 十 co)。 巾 于 


, Tan (om 二 二 下 
ra- 一 一 ot 
ol 


sins(m 十 了 各 
-zh [| 


%( 黄 趟 1 


-| . (my du+oll) = Fy Do 人 iD ， 
所 习 从 538 的 定理 1, 得 到 


不 十 of 


79 


Bo 


3 
i 


种 二 举 ”党 天 块 报 数 的 和 


om(z 二 各 一 去 [Fe 二 0) 十 (ze 一 0)] 


+ 二 [JerO -70 人 (加 +) to0). 

由 于 a 的 任意 性 ,所 以 lim on (e+ 及 (m>oo, h>0) 可 取 中 的 任 一 
数值, 事实 上 , 当 > 土 oo 时 ， : 

| 
假如 EG。, 那 末 s 不 是 om(s 十 加 的 极限 值 。 走 明 完毕 . 

相应 于 系 1, 对 于 名 [ 旋 的 共 师 帮 数 号 [用 , 我 们 有 如 下 的 烙 果 : 

条 3 假如 多 :的 一 | | (|=0 6 (>+0) ， 那 末 5n (2) 
—fn(2) 二 0{]) ,这 里 

dnle) = $e) SD, a, 


1 
oe pe oos (p+ 豆 ) 
a 

: Nn -一 

2 


i A 


【证 明 】 出 于 
= 之 也 (的 = 站 1 sin(mtD)s 
On 
2 
所 以 on-fn 一 Jit 这 里 


4 Yl) Gl, nn| $a tt 
sin? -= 
2 


易 诈 , 当 0<mi<w 时 ,有 和 常数 .4 适合 
| sint _ sin (m+1) | Am 


t (m+ 1)z 
因此 , 19。( 蚊 | 天 da2 (0 过 mis<<w)。 从 而 


3, 阶 < 大 于 -1 的 (C0, 罗京 和 法 


LI< 4 | tpl ats Ar mp (EE)=0D). 
又 因 


1 wv ot 开 加 at 
PORE AE DY ME 


< 


所 以 om 一 fm 二 0(1)。 证明 完 上 毕 , 


3 险 < 大 于 一 1 的 (C， 2) 求 和 法 


当 阶 < 一 是 自然 数 时 , (0, a) 的 意义 已 述 于 前 ， 假 裔 a 一 4, 维 


ja/ntaoy TT(atn+t+l) 
(0),—4s=( ee 人 TeHDTAHT 


当 自 然 数 mr>ce 时 ， (Dn 之 于 二 7-， 当 0<w<I 时 ,成 立 闭 


TOFD: 
(om = ,ew, 
对 于 般 数 了 4, 置 5, 二 Sn 二 46 十 … 吓 an, 屠 末 ,从 
(0 ow 0) Bem Se 
得 到 8- 六 (v0 一 记 (a 一 Dv59、 证 9 一/ 所 ， 当 极限 式 
cg >8 成 立时 ,称号 ow 或 [58,} 可 用 (0, a) 求 和 法 " 求 和 ,和 是 5S, 配 闭 
训 o~S (0, a) 或 是 lim (0, 四 -一 5， 


关于 阶 的 境 离 ,有 如 下 的 性 质 : 
定理 了 当 a 二 h>a> 一 1 时 , 6 一 S(O,， 由 含有 
pg 


【证 明 】 此 较 便 等 式 (一 2) 人 加 a 一 (1 一 0)-t 二 Nir 
两 边 的 系数 ,得 到 
中 这 种 方法 是 歼 吉 罗 侧 造 的 ; C 是 车 查 罗 (Oesahro) 的 第 一 个 字母 。 


如 2 


第 二 章 富 理 城 毅 数 的 和 
Seert— DB (0)uss (n=0, 1, ;p> ~—1, a>—D), 
因此 , 当 一 1 (n 一 0, 1 …) 时 ,成 立 着 (ah 十 Ds= 沪 (@) ws (B),; 


从 而 


C+ < RC—1),_, (0), 
Wp 


这 是 将 数列 {0 分 施行 变换 
(ho—1),, (0), 
(( (a h)n )) 
而 得 的 ， 变 换 的 元 夷 都 宇 0, 变换 是 正则 的 ， 因 此 , 当 o> 时 , 097? 
lim inf or < lim inf ott* < lim sup ot lim sup cq. 

下 面 的 定理 答 出 关于 《CC, a) 可 求 和 的 般 数 的 一 个 必要 条 件 . 

定理 2 收 4> 一 1, 则 当 避 0 一 S(C, 多时 ,4,0(w?)， 

【 弯 明 ]】 由 于 er 一 一 2 一 2 人", 所 以 一 一 
写 着 0 一 六 十 ev， 注意 到 (一 也 一 0 ,一 一 
rz (ou (一 尼 一 2 3 C (ao 六 (一 4 一 2 

>»; (S + 8») 之 Ca ey 


(a) v=0 (a 


oy, 


了 Cn 
其 中 一. 内 一 |-o(D (moo), 
> [en | 一 any 十 加 [aw! =1+1=2 (~—1l<a<0); 


当 a>0 时 , 包 |aw| 一 0 ( 吕 1**) 一 0(1)， 因 此 ， 由 透 普 利 次 定理 ， 


of (0)a 一 0(1)。 从 而 ==0Cw)， 谣 明 完 举 . 
现在 再 从 f 的 回炉 性 来 推导 信 [f; zm] 的 (0, 1) 求 和 ， 
定理 仿 (上 费 耶 ) 当 f (zw) 在 [a, 如 上 具有 连 秆 性 时 ,关系 
S[f; 2s]=f(s) (0, 1) 


在 46<2<6 中 均匀 地 成 立 ， 


3. 阶 & 大 于 -1 的 (0, 四 求 和 法 “83 
【证 明 】 届 了 在 fa, 8] 上 的 连 粮 模 是 (8) 那 末 从 等 式 
ou(2) —f (8) -| F(t) polt) ot 
知道 : os(z) ~ 了 (6) | 小 于 
2 ol8)| Pat max Pld] lpel let 
z re al ie I 


鸯 此, 当 4<w<8 时 ， 


jas(w) 一 fw)|<<o(8) 十 - 避 。(B: 常数 ) 。 


nO 
对 于 e>0, 取 5 足 能 小 使 %(8) < 六 s， 固 定 6, 取 m 使 B/nd<3 
从 而 , 当 mw%>wo 时，|ans(z) 一 了 (w) | 之 gs。 定理 诗 毕 . 
另 一 方面 , 费 子 原来 的 定理 : “了 (w 士 0) 的 存在 舍 有 E[f ;可 一 了 人) 
(0, 1) ”的 五 明 , 实 际 上 包含 着 如 下 的 业 果 : 
系 ”假如 求 和 的 核 Km(t) 满足 下 列 三 个 条 件 : 
二 | Ks (Wi=1, max | Rod)1=oCD (0<5<m)， 
人 E.G1u=-20D， 


那 末 当 了 (ze 土 0) 存在 时 , 写 着 了 (za) 一 至 [fc+O) 十 fo 一 0)]， 


1( fat EG) dt>f (0), 
下 述 定 理 , 关 明 oc,(f; 2) 和 了 的 上 下 界 ( 限 ) 的 关系 ; 
定理 44 (〈i) 侵 如 周期 画 教 fc) 的 一 切 夯 数值 区 在 fm，M] 中 ， 
那 末 : 
mon(tI EM 【〔〈 一 co<w<oco)， 
(站 ) 假如 在 fo 可 中 ， ms 7(o) << 成 立 , 那 林 在 任 一 迷 短 区 问 
[s+5, 5 一 人 中 , 当 n>>mw 时 ,成 立 着 : 


84 ”第 二 音 ” 启 理 块 极 数 的 和 


md<o,(m) <M+o. 
(这 ) 座 了 在 点 2* 的 上 限 和 下 限 分 别 是 以 (2)} 和 mw), 则 
mw) <lim inf OT) Slim gup ot) EM(L); 
当 m(w) 一 入 (8) 一 00 有 时，on() 一 co。 
【证 明 】 (i) 由 于 mw 志 f 拟 及, 所 以 丰 
of; oi) fr) Plat, 元 | Pa ds—1 和 Flt) >0 


得 到 全 ) 中 的 两 个 不 等 式 . 


(0D 设 2+5<ws<b 一 6, 基因 
1 wk 
(| + ford Pdat| < re | 170 1, 


多 
me [| fat F(t) a | <M, 


所 以 存在 m 如 ( 雇 所 迹 . 
(iii) 于 (让 的 证 明 中 zw 和 洲 分 别 以 mw 一 8 和 性 十 8 代 和 天 ,就 得 到 


m(s) ~—e—0 (Hs) Slon(f; od!<M() +et0 (- 京 ). 


合 W>o0， 再 会 s->0, 我 们 见 到 (这 ) 的 一 切 不 等 式 成 立 ，(ii) 的 最 后 
部 分 是 明显 的 .证 明 完 毕 . 

某 一 般 数 可 用 某 种 下 均 法 求 和 时 ,再 加 上 某 些 条 件 , 那 末 这 个 毅 数 
非 收 钱 不 可 .这 种 类 浏 的 命题 ,一 般 地 裔 叶 做 ‘ 科 训 式 定理 ”( 参 见 第 一 
章 511)， 下 面 建立 一 个 时 让 定理 : 

蓝 道 (B. Landau) 的 定理 假如 总 6 一 S(O, 1) 并 且 nas> 一 下 
(KK: 常数 ) , 那 未 对 a 收 伍 于 8. 

我 们 称 补充 条 件 nau> 一 忆 为 定理 中 的 时事 条件、 在 特殊 的 对 讼 


条 件 nas 一 0(1) 下, 哈 功 (GQ. H. Hardy) 早 就 (1909) 证 明了 上 述 定 理 。. 


【证明 】 当 证 明 时 ,不 妨 很 发 8 一 0. 证 习 4. 一 5 习 3 = 
设 0<a<1, [ab] 一 如 ， 由 于 


Nl he 


3. 阶 < 大 子 一 1 的 (C, 中) 求 和 法 85 
天 arp 一 下 Op 
= ey i FS —Sy), 
所 以， max (| cx|， Po 


lim inf Sy> ~— lim sup a 


下 -ce ce |' EE! Fron| 
E FE CE 1 1 
lim be ps (sFI+ 9 + 元 ). 


最 后 的 和 等 于 log -各 十 oCl) slog 过 十 of 了 ， 从 而 
i | KEK & i 
: lim inf Sx 闫 一 lim sup fj p> (10g 2 十 Of 全 】j 一 一 玉 1og a 
全 a->1, 就 得 到 


lim inf Sr>0, 
同样 , 取 L8 有 一 VW'(8 之 1) . 从 
kK''gy 一 下 cx Ly 
St (et 
可 以 诈 明 
lim sup As0， 


总 车 起 来 , 8->0， 诈 明 完 毕 ， 
前 建 : 本 的 一 人 .1ge(O|mu=oG) 含有 gf 方 加 =/o) (0, DD 是 
勒 员 格 (1906) 所 证 明 的 ， 后 来 比利时 的 脑 釜 晶 (P. Noaillon, 1913) 改 
_ 进 成 如 下 的 形式 : 
定理 5” 假如 | pz(oOax 一 oG , 那 林 当 更 的 一 0 人 时 ， 
S[ 广 可 =-Je) (0, D， 
这 里 gzst 四 一 去 [7e+ 四 十 fc- 轨 一 27 (0)1. 
【 话 盟 】 我 们 要 瑟 
oO -OO= 二 | 92) (加入 


= 这 个 定理 后 来 又 为 坡 拉 特 ( 丛 教 数学 会 基 刊 J. 工 ,ML 8. 1, 1926) 以 及 于 点 物 (M- 
_Jacob) (T. 工 . M. 和 8, 1928) 再 度 三 度 发 现 ， 


) o>0, 
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或 是 ,对 于 0<s<$, 证 明 


Hh me (ee) mo0 


就 够 了 .由 于 , 当 0 一 中 和 工时 ， 
Sino __ 
at 中 


本 [nieosnt—sin nit] <0, 


所 以 利用 第 二 中 值 定理 ,(0, 过) 中 存在 如 下 的 : 


由 ps (2) (3 ) 六 二 | pa (2) =o0(l). 
利用 分 部 积分 法 于 所 余 的 积分 , 写 着 和 全 一 | ps(D oi， 
oo (ey) on) T 


_ If pi1(2i) fF nsin2ni 2sinsnt 
辫 |， i | t 妇 Ja. 
第 一 项 是 0( 和 .应 用 费 耶 定理 于 积分 
1 f* p11(20) f sinntN? , 
a) 二 ) 


就 知道 它 是 o(D) 最 后 ,由 于 
p20) =00), [la (ue)|=f oe lau=00), 


所 以 ,从 寓 格 的 收 艇 定理 ,得 到 
| 1 (27) gin2 nt di=o(l) : 
t + kK 


1 
t 


总 辕 起 来 , 了 ,一 0(1) .定理 证 毕 ， 
我 们 还 要 进一步 深入 研究 三 种 条 件 : 


弘 耶 的 条 件 。 去 [f(w+0) 二 (we 一 0)] 的 存在 (一 了 (2))， 


3. 阶 4 大千 一 1 的 (Coq) 求 和 法 ”87 


9 的 一 | yal) du~ol), 
脑 签 扬 的 条 件 | | 
号 的 -| oe) lau00), 


平均 值 条 件 Pit) =0(t) 

的 性 质 . | 
互 . 汉 (Hahn) 于 1916 年 (德意志 数学 会 年 报 第 二 十 五 吞 ) 甬 钨 举 
例 并 明 : 平 均值 条 件 不 含有 各 [六 zj 的 (0, 1) 可 求 和 ， 轩 此, 我 们 知道 
脑 煞 扬 定理 中 的 第 二 个 条 件 :(f) 一 00) 是 不 可 赂 去 的 ， 

有 人 发 : 平均 值 条 件 gi( 引 =o 是 iim oa(f; 2) 存 在 的 一 个 必要 
条 件 , 例如 土 邯 松 (二 . WW Hobson) 的 “ 实 变 而 数 答 >? (The theory of 
functions of a real variable)I1(1926) 的 $ 375 中 就 有 这 种 看 法 、。 这 是 
不 正确 的 ;我们 写 荐 


由 的 = 了 | eax 


假如 积分 | 由 (du 存在 ,我 人 又 写 着 和 的 一 子 | 四 全 ax 等 等 . 当 
办 的 ) =o(D (>0) 时 ， 我 们 写 着 (>0 C0, 太 。 眼 如 这 个 关系 对 于 
某 一 下 成 立 ， 那 末 活 写 着 pe 从 一 0 (C) 。 哈 戴 和 立 脱 尔 伍德 人 当 猎 迹 明 : 
在 ?的 附近 ,假如 了 (t) 是 有 界 , 那 末 
px 人 ->o(O) 含有 on(f; 四 一)， 

但 是 , 适合 pe 的 ->o(C)》 的 有 界 画 数 ， 未 必 适 合 pi(b) ~o([ 序 办 的 
~0 (D1。 所 以 后 者 对 于 oo(7; 2) 一 了 lw) 并非 必 要 ， 另 一 方面 , 我们 
易 证 : “pi( 人 ) 0) 合用 [f; 9] 一 (2) (C, 2)”, 事实 上 ,从 定理 5 的 
证 明 , 知 道 :有 常数 4 适合 


oro) —f 0) 一 全 | 0 Pe dt+oll). 


由 费 耶 的 定理 ,积分 的 算术 平均 趋 近 于 0， 因此 
人 “二 gn (2) Sp 


这 等 价 于 S[f; 2] 一 了 (w) (CO, 人 )， 这 是 勒 上 只 格 的 定理 ， 鲜 昂 德 国 的 数 


名 二 阐 ” 宫 理 埃 闹 数 的 和 


学 年 刊 (Math. Annalen)61(1905) . 

M. 黎 斯 (Riesz) 和 8. 却 普 竖 (Ohapman) 分 别 于 1909 年 和 1910 年 
指出 : 费 耶 定理 中 的 (0C, 二 可 以 加 强 为 (C, a) (xz>0)， 要 证 明 这 个 糙 
果 , 首 先 研究 关于 (Cam) 人 


8 的 一 i 2 (a— 也 ,也 (€) (a>0) > 


由 于 了 ,的 一 sin( > 十 二) /2sin 畜 言 ,所 以 2sin 三 (avKS( 是 


EL 二 (a— 1) ,ee 一 6 (rt)t | ee 和 py (a—1) em 


Pontli 


的 看 数 部 分 ， 当 0 过 a<1 时 , (4 一 四 ,过 (a 一 1)o_i~mr-t/ 荆 (@) ,从 而 
py (a@—1),e wt <2(a—1),i|1—e | 1, 


区 二 此 中 二 


这 是 实 部 和 起 部 分 别 灰 过 阿 培 耳 变 换 的 精 果 .因此 ， 
2 sin$ (0) nl KY() | <(2sin 扎 ) 十 2 (a— Da (2sin 豆 ) 
这 样 ,我 们 得 到 
K=O0(n 40 OQ<a<1), 


2 


另 一 方面 ,从 | 了 ,人 | 去 于 + :十 1<v 十 1 得 到 


[KEW I< GH DD -b(ntl, 


所 以 必 有 常数 4 适合 于 
IKIOI < my (0<a<l 0<stsa， 
y a 8m Bn 
叉车 邓 > 二 那 末 
工 Sn 
二 < [+ | SC 
人 


1 


| z=) Es(Dd=1, lm max |K®()|=0, | {Ka0) [at<0, 
= Ld 一 区 
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因此 , 当 7(z 土 0) 存在 时 ,成 立 着 
SLf;s] = (ot0) +f(e-0)] (0, a) (a>0). 


这 是 对 于 0<a<1 证 朋 的 .从 而 这 个 结果 ,对 于 任何 正 数 a 成立、. 
勒 具 格 的 定理 “Blt) ==0 介 含有 全 [了 ,2%] 一 fw) (C, 1 ”, 蛤 戴 把 
它 改 进 成 如 下 的 形式 : 当 $0) = 一 00) 时 ,对 于 任 一 正 数 4, 成 立 着 
SL[f; v1=f (0) (C, a). 


喜 明 是 简单 的 ; 由 于 mog(e) ~ | f (+ 人 Es(D) 有 ,所 琢 
cg) -了 人 0) 一 二 | wz 8 一 7 二 ya， 
”这 里 
[7 = | pe ES | =0 6) | pe lat=o0(D), 
-| OF 


= OG. ] +On™) [ Db) tads 
让 三 


=0(n™") +0 (ng。 (2))=0 (1), 
现在 把 这 个 定理 改进 成 脑 签 扬 的 形式 . 
定理 G 总 | pwdu=ol),| jlwDlauw~00) ,网 当 a>0 时 ， 


SIf; x2 ~ f (2) 0, @), 
【 诅 明 】 当 0< 和 1 时 , sin Mt 是 1 的 夏 少 丽 数 ; 应 用 第 二 中 仿 
定理 于 积分 


-| CD (+)! 


ps 《有 _ t 
2 sin 一 - 


(ET ks(Oa) 


我 们 见 到 有 8(0<8 二 1) 适合 

26 . 1 
关 三 be t (G—1),_, (五 
(a), 


at 


i 


Pr (#) 4 


2rsin 部 到 


=0 (2)0(m =oGD， 
由 于 | pW =o0, 所 以 
-| p00). 
2rsin 地 


9 


Ws | 
r| 人 Eu- + gzf 有 下 0 一 了 十 工 ， 
这 里 B>1, 0<acl : 
Et 
5 romse 一 本 
1 
1 
-| ye 4 de > ne 
对 
-ol 


—0(B™) +o(1) +o(1) +o(l) =0(B8""), 
eg 22， pe(O)ESCDOat <4| [pelt) [rt dt 
下 


由 分 部 积分 法 最 后 的 积分 等 于 


| Oh 


0")+O(B™), 


二 +An~*(1+a) | 从 3 一 < 于 


4 对称 点 求 和 法 
总 粘 起 来 ,我 们 见 到 
cg(o) 一 7(o) =I+7 =0(D) +0(B) TO 。 
从 而 lim sup los(z) -f(z) 1 一 04B"")， 会 Bco, 序 得 


ars)—>f (2). 
4 和 4. 对 称 点 求 和 法 
三 角 航 数 一 一 不 一 定 是 窗 理 埃 釉 数 一 一 
CD 全 十 二 (gn Cogng + b, sinne) 
的 逐 项 积分 顶 数 
(ID . 象 s+ 怠 Sn "cosne 


假如 在 区 出 加 一 5<Z<ma 十 5 中 政和 化 于 三 (zh)， 那 未 我 们 可 以 考虑 极限 


《IIJT) lim lim 五 Cra 2 a. 


设 此 极 概 存在 而 等 于 S, 则 称 (了 T) 二 z 一 ao 依 勒 具 格 的 对 称 点 求 和 法 ， 
可 以 求 和 ,和 是 93， 很 如 对 于 一 个 数列 切 ,} ,x0，(IIT) 当 太 一 加 时 ， 
存在 极限 S, 那 末 (TJ) 在 %==wo, 惰 广 义 勒 具 客 对 称 点 求 和 法 求 和 ,各 是 


仿 。 由 于 . 
et 多 1 总 融 [sin F (wofh) 一 Sin B (wo—h)] 


Dd 


Leos hoot) 一 009 k(to—h)] 


k=1 2 和 


久 0 + 人 (qcos herot bsinkeo)— 2 


k=1 


所 以 , 写 著 S,(z) -于 oof 届 (oseoste+trsin 和 )， 当 gr=0(l), 6 


0(]) 时 ,利用 阿 培 耳 变换 ,上 式 可 以 改写 成 
Flvoth) —F {ro—h) [a mh sin (n+ dhYg (we 
一 冯 | 1)8 ] ( ) » 

gs in (ma 十 全 太 BR 

innhs sin(n 轨 _. Sin fom | 
nh TDA On 1 hm Om » 


第 二 系 ” 富 理 块 航 数 的 和 
那 末 


Et hn En) ams, (oo). 


当 mr->co 时 , am->0; 局 qm 一 1， 但 是 (am)) 没有 满足 如 |ono| 


oo0, 所 以 这 个 求 和 法 缺少 正则 性 男 一 方面 ,， 当 (也 的 系数 具有 适当 
条 任 时 全 的 收 伍 等 价 于 (IIT) 的 存在 . 


定理 1 假如 三 角 孝 数 (TD) 的 系数 是 "( 二 ), 或 是 更 一 般 地 ， 成 立 
着 
AE LA 
那 未 (的 收 化 等 价 于 极限 (IIT 的 存在 . 
【 丁 明 】 首先 风 5 一 习 z(|w| 十 | 和 1) 一 0(m) 导 出 (TD 是 一 个 


多 敏 般 数 ， 事 实 上 ,从 |4| 十 15。| 一 二 [4(v) 一 bv 一 了 )] 得 到 


总 tn SiNn ne — bcos | < 5 kin)C— 一 1) 
n=1 名 


1 1 
= b(n Po 
认 卫 (2) 是 (I 了 的 和 ,这 是 一 个 工 的 连 贰 而 数 . 我 们 见 到 
f+ 2) -二 训 吉 ( 寞 站 -1)+ p> A, gin p 记 . 


二 用 十 1 ph 


这 里 Sw) 一 4o 十 … 十 44， 4 一- 全， 4 y= Wy C08 PET Bb, Sin yw, 褒 % 淋 


示 寺 的 整数 部 分 , 则 当 1<v<n 时 ， 
1 时 -1| < <ials, 


Vv 


从 而 


@ EX 3 加 


em; rel + 1 ) 0 lnl) =00), 


,i 


<] 基 , 访 ,1+15.) 地 


| vin 


N~. 


4. 对 称 点 求 和 法 93 
0 (二 -5 
< 而 . 习 。( 严 ) (TD)-oG， 
总 而 车 之 , 当 mn 一 | 元 | 时, 成立 车 
F(w+h) ee a =0(1), 


这 就 建立 着 定理 1， 还 应 注意 :对 称 点 求 和 法 是 不 具有 正则 性 的 . 
洛 各 郊 斯 基 的 求 和 法 ”地 p=0 (二 ), 则 当 


可 LS (2 十 Mn) 十 Sint2 一 Mn 一 > 
时 , 称 4T) 可 用 阁 和 省 岩 攻 基 ( 驳 . W. Rokosinski) 的 对 称 法 求 和 ， 和 是 8 
(参见 德国 数学 时 刊 (Math. Zeits,)25(1926)). 


定理 亿 假如 (也 在 zx 一 ro 可 用 算术 在 均 法 求 得 积 人 S,， 那 未 当 p 是 
pm yg 
tim {5, (z+ 颁 )+5， < 一 融 )}=-8， 
这 个 定理 可 众 下面 的 引 理 导出 . 


引 理 发 当 z 关 0 时， 用 人) 的 一 赤 导 部 数 是 好 入 的 . 设 
Sm) =$ nm) (Cnt lpm), pn—0 (i), 


那 末 , 当 习 w 一 S(C, 了) 时 ,六 wwem) 一 加 的话， 成立 着 


— (mn—S)$ mem) S90), 
这 里 二。 i ‘二 wn. . 
事实 上 , 裔 (中 为 Zw (的 = 二 co0s4， 那 末 刀 等 于 


名 weosnym 一 于 {Sn(wE mn) Sno— mn)}, 
从 而 得 到 


{Saot pm) + mo— pm)}— [Sime) 一 8]oos pom, 
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当 pm 一 全- 时 ，cosmpm 一 0; 由 是 著 得 定理 2. 
现在 壮 明 引 理 ， 写 着 48(m) 一 4,(m) 一 4slm) ,由 阿 培 耳 变换 ， 
| Ne 


= ntl) om) + mom dm (mm) + Sn (mpom) ， 
这 里 rn 十 1}or 一 So 十 Si 十 … 干 S,，， 特 别 ， 对 于 w=1, w= 二 0(n>>0)， 
人 一 In 一 工 ， 上 式 变 成 
$0)—B ntl) Cm) Fmdni(m) + mpm), 

类 合 两 式 ,我 们 得 到 Tm 一 S$(0) 一 习 con(as 一 8)， 这 里 

Tn=in— (Sm—S) $m jm) ， 

m= (N+)Adm)} (Wn<m—1), 

Om.m i mAn mann—=0 (n>m), 


由 于 44(m) =0 (二 ), 仿 (m)=0(- 专 ), 所 以 


im Gm,n = 0, 


又 国 加 am 0( 加 幅 2 二 二 十 开 ) 一 0GD) ,关于 避 是 均 名 的。 因此 ， 


(ao 具有 正则 性 , 当 cu->8 时 ,Tm->S4$(0)， 引 理 证 毕 . 
标 1 假如 /在 点 2 是 束 燥 的 , 那 末 当 hm->0 时 ， 


{Sm ho) +So( zj 十 亚 ) > ey: 
【证 明 】 由 $3 的 定理 1, 我 们 网 到 cz 十 j) 一 了 2) 。 双 因 
到 [so +hm) + Sin (ot 加 十 到 )) 


了 到 本 下 Nm 
- 责 o 十 裕 如 (erio+ 到 os 于 


2 


这 相当 于 加, 但 $4) 一 008t, po 一 人， 由 于 再 (mpm) 一 0， 所 以 
Ta 一 tm， 由 引 理 得 到 所 要 的 精 果 . 媳 明 完毕 . 


着 [ 
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系 2 发 jm 一 0( 荆 ), 则 当 卫 w=8 时 ,名 wp (wp) 一 S$(0)， 


系 3 假如 (0) =0, 那 未 当 马 ww 收 做 时 ， 袜 ug (njm)->0; 又 
当世 可 以 (CO, 1) 法 求 和 时 ， 
uppm) — (Sm~8)$ mpm) 0. 
例如 中 (一 sin t, 那 未 对 于 (D) 来 毅 , 加 是 
言 {Sa(z+pm) 一 Sn (ze 一 pm)} 一 一 六 (esinye 一 5eoaya) i 


由 是 , 当 (IT 的 共 屯 般 数 收 做 时 ，Su(e 十 im) 一 Sn(z 一 wm)->0; 叉 当 (TD) 
的 共 坦 般 数 的 (C, 1) 和 是 所 时 ， 


总 {Sle+pm) 一 Sn(e 一 pn)} 二 (Sata) 一 可 sinmmpuor0， 


S. 求 和 过 程 中 的 吉 拐 斯 现象 


设 夯 数 列 {p (2)} 在 点 z% 的 有 方 是 定义 著 的 ,并 且 lim gs(z) 一 p(s) 
和 p(wo 十 0) 都 存在 .假如 当 m>o0, x~>wo 时 的 二 重 上 限 大 于 p(wo 了 0): 
lim sup pn(t) > prot+0), 


或 是 二 重 下 限 小 于 pg (mo 十 0): 
lim inf， gu(z2) pmet0) . 


那 未 我 们 称 {pn(2)} 在 mm pe 具有 吉 达 斯 现象 . 同样 可 定 和 ee 
的 吉 芝 斯 现象 、 例 如 > Sin nw/% 的 最 初 % 之 和 Sse) 是 
“ain 多 十 二 tsm 吉 


| (cos 了 十 ,二 608 nf) dt 一 3 
2 sin 去 


0 2 


ygint |/ 1 1 
= | Qt 十 2 Hn (n+ 亏 ) tat 一 可 。 
[9 2 


从 而 


at 
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3 人 一 一 号 二 | 加 attolD). 


画 数 y 一 | 2 在 < 一 mr, 3，5r, … 有 极 大 值 ,其 相应 的 极 大 值 是 


逐渐 减 小 的 ; Re 2w, 4x ,… 等 点 有 极 小 值 , 其 相应 的 极 小 值 是 
深 渐 增 大 的 ,事实 上 ,对 于 自然 数 和 , 积分 


| gint 二 Ea -1 | sint at 
dh Tt 


的 程 对 值 是 的 减少 斤 列 、 由 是 , 曲 米 y 一 Sa(%) 凝集 于 w= 0 的 附近 ， 
其 “最 高 点 ”的 高 是 ]” 号 sint SIDP gy. 


的) > 三 守 sin# 7 
男 一 方面 ，S,(z) 一 本 ++0(]). 当 wz-30 时 , lim 有 5， 人 ) 趋 近 于 到 , 本 
者 的 比 等 于 


| 吕 :w/ 到 ~ —1.179...>1. 


由 是 , 于 sin nz/n 在 z=0 具有 吉 过 斯 现象 ， 这 种 现象 ,是 吉 描 斯 (W， 
Gibbs) 于 1899 年 首先 发 现 的 ， 下 面 的 定理 是 具有 一 般 性 的 . 

定理 1 有 界 变 差 丽 数 / 的 [用], 在 它 的 第 一 种 不 回炉 点 ， 也 只 
有 在 这 种 点 , 显 出 吉 勃 斯 现象 . 

【孝明 】 首先 注意 : 在 了 的 任 一 回炉 点 的 附近 , G[ 门 是 与 仇 
的 . 事实 上 ,在 wo 的 附近 , 信 [ 用 的 费 于 和 os(z) 是 匀 煞 于 f(z) 的 , 那 


未 ,由 于 S[ 豚 的 系数 是 0( 二 ), 所 以 利用 刺 道 定理 的 诈 明 ,从 


lim inf (Si (2) —F (2)) 


oe > 一 lim sup 和 二 入 cn(z) —f (2) 1 ~ limsupF log $;, 


和 lim 1 inf (Sz(%, 一 f(z)) 之 0 均匀 地 在 v6 的 附近 成 立 ， 网 样 ， 
lim gup LS,(z) 一 了 (2)] <0 


5， 求 和 过 程 中 的 吉 芝 斯 现象 

均匀 地 在 wo 的 附近 成 立 ， 从 而 在 wm 的 附近 , Su(o) 匀 儿 于 (2). 
年 Q=f(zot+0) 一 了 (zo 一 0) ,2 了 (8) 一 了 (vo+0) 十 f(zo 一 0), 我们 
考虑 夯 数 9 (o) 一 f(2) 一 所 (2 一 00) ,$2) 一 司 开 到 ,在 m6 的 附近 


的 情况 . 由 于 $(2) 一 了 3 一 《0<w<2wm), 所 以 


gwo 圭 0) == =f(wot0) 干 电气 ， 四 


从 而 9 (zo 十 0) 一 gzo 一 0) 一 9(zo) = f (wo). 由 是 在 zo 的 附近 ,所 [四 多 
化 于 9 (oz)， 当 d#0 时 ， 一 二 用 (z 一 mm) 在 zo 具有 吾 勒 斯 现象 ,因此 
flw) 在 zo 也 显 出 吉 勃 斯 现象 ， 假如 0%=0, 那 末 f(z) 在 加 是 连 稿 的 ， 
Su(z) 多 敛 于 了 (o) , f(w) 在 vo 没有 吉 勒 斯 现象 .定理 评比. 

定理 人 写 设 v。 是 了 的 一 个 第 一 种 不 连 炉 点 , 则 在 (0, 1) 中 , 有 常 
数 go, 当 a<ao 时 ,of[7; 洒 在 点 z 显 出 吾 勃 斯 现象 , 当 a>>om 时 ， 
to?[f; v4]} 在 zo 没有 吉 靳 斯 现象 . 

【证 明 】 设 有 0, 辉 过 正则 变换 (( 亿 一 已, -， 人 (a 十 加) fc 引 
变 成 {of* 站 ， 设 m(40) 和 及 (v0) 是 了 (lz) 在 zo 的 上 限 与 下 限 ， 假 如 当 
|z 一 zol 和 pm),0>>no 时 ,成 立 着 

mro) ~ eolr) SM(vo) + se, 
那 未 当 jz 一 加 | 委 7， 9>m 时 ,可 使 
mm (po) —28e<os ath(g) EM(v0) +28 
成 立 ， 因 此 ,假如 {or(%)} 在 wo 不 显 出 表 芝 斯 现象 , 那 末 {ort*(z)}》 在 
zo 也 不 会 显 出 吉 勃 斯 现象. 我 们 已 烃 知 遵 : {o?(w)} 在 wo 具有 青 著 斯 更 
象 , 并 且 知 道 {oa(2)} 在 zo 不 显 出 表白 斯 现象 ， 由 是 ,存在 如 下 的 ao， 
0 和 ao 委 1, oo 是 {0 对 在 zo 显 出 吉 勃 斯 更 象 的 < 的 上 限 ， 假如 0<ao 
1, 那 末 当 0<aw<o 时 , {0 从 在 0 具有 吉 鞠 斯 现象 ; 当 m<w 时， 
{c 从 在 2 无 吉 勃 斯 现象 
由 定理 1 的 证 朋 , 我 们 只 要 对 于 醒 数 


gin 2r 


. fr) ~mn s+. 人 


一 一 一 一 十 ， bd 
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来 赴 明 定理 就 够 了 ， 由 于 这 个 毅 数 的 导 狼 数 是 cos weos 24 十 …, 所 
四 


= 内 一 一 中 二 三 的 w 一 二 (wo) 一 Rd 
由 是 os(w) 等 于 
。 上 
2 请 sin (mn 十 1) 届 2 
-+ (2 
a sin* (十 站 二 i _1i dt 
入 十 ] 6 . 2 4sins 吉 六 


1 
必 盏 (HT1)z gint 9 1 
= 多 +|， ( i ) +0(%). 


在 区 间 0<z<2x 上 , outz) 一 一 ; 从 上 式 得 到 


2 
让) 
因此 ,我 们 得 到 - 
of(o)= 于 (一 人 ~ 人 本 (3) 


< 和 -人 (全 人 sro 仅 
对 于 一 定 的 正 数 1, 存在 正 数 5 一 8() 和 办 一 m(D，, 当 0<nzsz7 na>m 
时 ， 


gailzw) < 本 一 全 


现在 cg(z) 一 所“ 一 [Ks()ds 中 的 KK?() 是 下 式 的 及 部 : 
ornt3)t 
(os(2sin 总 ) 


| {1 = et#) ~ (a~— 1)nr10 "tt (1—e™ -1 


~ ae) 


WE 二 二 


ae 
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从 而 
”sin[(n+ 吾 + 豆 4)t 一 各 aa] a 1 
rt ed) 
28 a(l—a) 


(n+1) (n+2) (2sin) E 
这 里 |9| 1， 由 是 ， 
na 一 ze- 人 0D oi, 
6 2 ~ nt n(a) (2sin 3 + OCT) 
当 0 和 aa 和 1 时 ,最 后 三 项 的 和 是 


aeot 配 


一 本 条 Et+oGD]. 
由 是 易 姓 : 当 到 <<asl 时 ,存在 正 数 五 和 各， 当 
pn, Wn1 
% 
时 ，|og(z) | < 芝 . 另 一 方面 ,我 们 能 是: 当 0<w< 业 时 , 只 要 a 很 接 
近 于 1, |og(o) |< 半 ， 事 实 上 [cg(e) 一 ci(a) | 小 于 
< (ay。，， RS 1) 一 
<z 习 [过 一人 过 


(at+l) (2)。 
(0)n - (])n 


| 


一 儿 
从 而 


lesl@) 0 (0) <, 


[os(s) | 委 一 一 一 + 十 到 -SS (0<nw<i, n> Ro) 


因此 , 当 人 L 一 1<28 时 ,|og(z) |< 持 (0<e< 卫 )， 总 精 起 来 : 


100 第 二 创 定理 埃 级 数 的 和 
oI (n>m, Osen, oasl), 


所 以 ,对 于 aaas1, {or?(w)} 不 显 出 吉 勃 斯 现象 。 

出 是 ,存在 如 下 的 ao: 0<ao<1, 当 0<a<oo 时 , {os(%)} 具有 吉 
勃 斯 现象 ; 当 co<a 时 , 103(2)} 没有 吉 白 斯 现象 . 

余下 的 证明 , 是 要 明确 fo%*(z)} 在 mo 一 0 没有 吉 勤 斯 现象， 发 
a>oao, 则 利用 上 面 的 计算 ， 


1 一 of <z[ 名 二 一 a (at Da | 


(gg~—ao)n 
“arly 《co 十 1 


假如 {co* Ce)} 在 xo=0 县 有 吉 乾 斯 环 象 , 那 末 有 收敛 于 0 的 {x} 和 焉 
数 8 使 


cg (oo) > 可 十 2 
从 而 , 当 mz<z 0<a 一 co<y7y 时 ,可 使 


三 (Goo0) nn 十 8 
2 taro DD” 2 


因此 , {cg(z)} 也 显 出 吉 勃 斯 现象 ,这 是 不 可 能 的 .定理 荆 毕 . 
我 们 从 8 了 的 定理 工 知道 , 当 瑟 [ 方 的 系数 ww， 和 满足 


S00 +1b)) =o0(n) 
时 , 可 fj zj] 的 收 化 等 价 于 
lim| 等 一 0 十 3 Cawcosne+b, el) 


gw) > 


i 


的 存在 另 一 方面 ,对 于 打数 总 w, 假如 


sin nh Yr _ 
0 
成 立 , 那 未 我 们 可 以 谣 : 习 w 可 以 用 (有) 求 和 法 求 和 对 于 信 [ 用 而 
首 ， 上 沪 定 理 指出 (R, 了 等 价 子 (0, 0) 一 一 在 条 件 忆 vr(je,| 二 15,1) 


=-oGw) 下 .但 是 我 们 还 可 以 研究 求 和 过 程 中 的 吉 勤 斯 现象 。 对 于 


- 5、 交 和 沪 本 的 吉 才 内 象 101 

G[ 有 = 4h,(o), 作 
Blf; os) holo)+ DD do) Er 

衣 w= 久 () 一 0(DD (I>0), 称 极限 值 im Re 二 a(h)) 的 至 体 为 名 [用 


在 点 2 的 玫 曼 ~ 吉 勒 斯 集 ， 李 释 风 证 明 (数学 学 报 6, 1956) 
定理 SBS 证 /是 一 有 界 变 莽 的 画 数 ，zo 是 了 的 一 个 不 连 菠 点 ， 那 


来 名 [让 在 mm 的 黎 蛇 - 吾 勤 斯 集 是 以 妾 [ftw+0) 十 f(z 一 0)] 为 中 心 、 
到 (e+0) -Fle 一 0) ;为 人 径 的 闭 区 间 . 
[证 明 】 证 8 一 f(sot+0) 一 ao 一 0) (天 0)， 醒 数 
g (0) 一 Fo 一 全 和 (一 aa) 
的 名 [由 在 m 的 附近 与 化 于 9(e) ,这 是 在 定理 1 的 证 明 中 已 稳 脾 过 的 
从 而 zo 是 g(w) 的 一 个 连 种 点 , 偏 [9 的 一 般 项 csktz) 适合 
-0 人 
这 里 gle) 一 了 onlw)， 写 首 


Rlg; o) -y(n) = alo) 一 1]， m=- [ar 
sn lA) | 一 
屠 未 当 h 0 时 ,30 伍 卫 一 [|]. 设 在 jn pa jo 
<n<pr 中 9 他 一 1 是 的 单 多 求 数 , 那 末 1 一 jv-1~0 (二). 从 而 
[加 着- 下 <wm 训 i 一 了 | <6nN， 
由 于 os(o) 一 2 ) ,所 以 有 常数 4，4 适合 于 
sy 和 Sin nh © 1 
之， mo 人 np -D)|<4 nt ,| 
4 24 
i 


总 结 起 来 ,Bu(g; 2) 一 g(z) 的 站 对 值 小 于 
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| py fo)[ 空 灌 -1| jrenW+ 短 +n 


< (1 人)+8V +44w/ 厅 二 一 o(D) (>0) 


均匀 地 成 立 , 4 是 一 常数 ， 由 是 ， 当 Ar>0 时 ， 在 | 一 如 | 过 3 中 ， 
Etgi2) 与 伍 于 92)， 
这 样 一 来 ,我 们 从 


RB,(f; 也) =R,(g:} vw) + HA%—0 = (十 0) Rh, (5 0 ; 2) 


知道 BAF; 8) (hh->0, w->wo) 的 极限 值 是 落 在 区 加 
| f (vo —0) ea +0) , f (wo—0) Cs) fvo= 0) et 


~ TH f+) |- [fico—0), flvo+0)] 


中 ,区 间 中 的 任 一 值 是 Br(f; 2) (hx0, zw->zo) 的 一 个 极限 值 。 定 理 证 
些 . 

当下 > 工时 , (RB, 从 求 和 法 的 性 质 与 (R, 1) 很 不 相同 . 

定理 入 当 4>>1 时 ,(R,b) 求 和 法 具有 正则 性 . 

【证 盟 】 我 们 要 从 也 ww 一 S 导出 


gs zu (2) -5. 


Ah+0 


对 于 。>0, 存在 太 , 当 W>n 之 术 时 | 3 w|<e. 对 于 固定 的 双 , 取 
[4 很 小 ,可 使 


| 


<e,. 


而 | 半生 ( 开 品 ) 一 8 | <2e， 另 一 方面 , 写 着 mw=, 习 mw， 


本 “(er 2 $) (ps— p) (a ) 


于 志 训 十 主 


-m3 
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{t+ 1)h i )a| 


| ) |<ete 


车 二 六 十 1 


a /sint : 
(em) yl 


a 
由 于 
( 宪 售 = (3 “(te08t—sin dt- 
OY. 
CO) (to0), 
所 以 上 面 的 积分 是 收 代 的. 由 是 可 知 ,对 于 8s, 有 常数 4 和 J 如 下 : 
PEL -3 | <4 (| 大 | <ho). 


和 二 


建明 完毕 

定理 与 ”发 上 是 大 于 工 的 自然 数 , 亿 [ 廊 是 一 勒 员 格 - 富 理 埃 毅 
数 , 那 未 扣 [f; 四 几乎 处 处 可 用 (BR, 看 平均 法 求 和 ,和 是 jz) 

【 泛 归 】 首先 证 明 : 当 ?% 是 一 个 自然 煞 时 ， 


(车 ) 7 二 e+ 同人 四 (CN ) ， 


当 m=1 时 ， 
庄 ] 了 OW= 遍 位 % 吕 + 澡 [z+ 一 4(o 一 及 ]] 
~- 训 w+ 总 4.@@) 加 下， 
假如 | 


(去 上 i f(t) 一 Sh 


那 末 从 4,(z+ 站 一 4 一 站 一 24v(2) 2 他， 就 知 公式 当 加 时 成 立 ， 
易 一 方面 , 写 闭 
MP (¢, D3 C—D*(F) (e+ (下 二 27) 及。 
而 了 (2) 是 4。(o) 者 过 正 欢 逐 项 积分 的 和 , 那 未 
(| f= 
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当 =2 时 ,假如 "(zw) 存在 , 那 末 
A2F' (sy, h) ji (2 fT F's+tt) F(z 1 
页 一 有 | 一 ,其 [ re J] | 


(gt) Fed) _ (ao | Se 


< 
ss 08X pn 


Otxen 


这 里 (一 名 +0s+D 一 恒生 se 和 2 上 brinng 的 导数 FP"(a) 是 
到 处 存在 的 ， 由 于 "(zw) 二 了 (%) 几乎 处 处 成 立 , 所 以 定理 当 % 二 2 时 成 
了 

假如 亿 [ 了 ; 品 可 用 太一 1 区 黎 曼 平 均 法 (, 8 一 四 求 和 , 那 末 


ji MP Cw, h) Jim 训 i 
Ee py Dh) 


一 lm 二 hi [之 (- Dy? () 4— —2w)F' (s+ (%—2»)h) | 


v=0 


-lm 六 | 训 (- -Dp| (ST a jr (ere—22)n)} 


in .47v (w, A) 
四 一 个 (2h) a 
由 数学 归 稍 法 ，S[J 2] = 了 (wm) (&, 和 ) 对 于 任 一 自然 数 记 之 了 几乎 处 
处 艳 立 ， 定 更 证 毕 . 


桓 数 .Fe) 一 喜 cot 是 适合 fCe 十 2m)== 三 f(z) 的 , 但 是 在 区 网 


[一 x, zw] 上 不 可 以 用 勒 员 格 的 意义 来 积分 . 假如 我 们 采取 柯 西 的 主 值 
积分 : 


. Eas 他 a 1 作 
im 人 十 | 襄 oot 可 az 一 ot 


dz， 
那 末 ,由 于 了 (一) 一 一 f(o) ,| f(s) do 一 0， 这 样 
“= 二 |， f (2) co03 00 dz 一 0， b= 二 | f (2) sin ns dz=1, 


最 后 的 积分 是 在 黎 受 意义 下 存在 的 . 由 是 f(z) 具有 主 值 积分 富 理 埃 
籽 数 : 
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将 它 还 项 积分 : 


| 3 one jog |2sin | (0<z<2m)。 


由 于 ( 古 G 十 内 一 玉 (z 一 从 ) /级 -> 半 cob 委 (hr>0) ,所 以 


sin nz 一 二 cot 喜 (R, 1). 


对 于 这 个 航 数 , 李 起 辕 还 指出 下 面 的 吉 艺 斯 现象 : 当 2->0, hr>0， 
元 ->8,， 8>>0 时 ， 


的 一 切 极 限 值 构 艳 个 查 攀 0x< lim p 志 oo ( 群 数学 学 报 第 九 竺 ，1959) 。 
事实 上 ， lmp 等 于 


_B.. | | = 各 | 
人 lim log | 2% iog 


当 户 在 [9, 避 二 变动 时 ，lim p 的 变动 范围 为 [0, co]. 


sin (+ 及 ) 
sin 1 一 下) 
| 


.站 


.|1 wv 
lim 3 tan 可 log 


SG、 上 共 频 航 数 及 一 航 数 


阿 培 耳 求 和 法 ,是 汪 表 数 的 一 个 效用 ， 我 们 已 杰 知 道 : 王 % 一 S 食 
有 叶 0 一 S(4)， 此 事实 包含 在 下 述 定理 工 中 . 
定理 1 当 a> 一 TI 时 ,了 荆 m=S(C, a) 售 有 4 一 S(4). 
【证 明 】 发 实数 系数 的 一 极 数 之 war(on>0) 和 了 Go 当 0<z 
< 时 都 收 笋 ， 写 着 4 一 ao 十 … 十 ol 及 一 Bo 十 … 十 B; 全 如 数列 
Bf/ dl 一 1 3, … 小 太 振 靳 ( 就 是 部 ,车 不 收 仇 于 一 个 有 限 六 则 必 发 艇 
于 十 ce 或 一 co)，, 那 末 成立 着 等 式 
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4 Be ~ 13 B,. 
a pb mh A,’ 
事实 上 , 当 B,/4s31 时 , B, 一 Anl+As,, 2->0， 畴 此 ， 
EB" _ EB 1 也 ssdom 


Yas" ES Am’ SAdwr “ 
由 于 4,>0, 所 以 上 式 当 w->1 一 0 时 , 趋 近 于 1， 假如 Bo/ 4A-> 十 co, 关 
未 对 于 G>0, 有 名 如 下 : 当 n>m 时 B,/4>9， 从 而 


Sp yn S 
a > 名 27 平 | ,A 
ne” 


4 4 
由 于 4 汪 >4 贡 ,所 以 忆 44, 一 2,， 上 式 当 ww->1 时 ,下 向 于 人 如; G 是 任意 
的 ,此 时 等 式 也 成 立 . 同样 可 证 ?1= 一 oo 和 的 情 兹 ， 

妆 a> 一 上 时 ka, 是 正 的 ,从 而 onr* 一 全 Sew/ 了 (a)wvw"， 因 此 ， 
Go 一 8 (a) 一 8 合 有 


7 on Tea 1 8+.+8 
a 名 5 ee (ajot + (a); S. 


证 明 完 毕 . z 
将 (4) 求 和 法 看 做 一 个 透 普 利 次 的 求 和 法 , 屠 林 求 和 的 核 是 


ee 1—r” 
Er) TIDroont ir 


假如 了 (2 土 0) 都 存在 , 为 一 0(r 一 芒 ， 那 未, 由 求 和 的 公式 ， 
wr vo 十 局) | E(t—o—h) f(a 
-过 人 Eur Tet tro). 
由 于 


总 tan-1( A tant) = A se0t(1+ A* tan’t) -1 
A+ (A*—1)sin?d] -1, 


所 以 


4 ee 
| Ti ten (VIi+B’tan A). 
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从 而 
可 | EK,(Dat= aro tan (+ tan 信 ). 
当 了 ->4 时 ,我 们 见 到 


limw(r, eth)= 寺 {fw+0) + 了 (一 0)} 


+ 二 {f(s+0)— f(g—0)) arotang. 


这 就 让 明了 下 述 定 理 的 一 部 分 . 
定理 乙 ”假如 ftz 土 0) 存在 ， 
27(z) 一 了 (20) 二 yz-0)，dg 一 rz 二 0) 一 (2 一 0)， 
那 末 当 及 / (一 站 -~>e 时 ,成 立 着 


ss 人 一生 了 四 a 
mn 2 TREE WE A 


假如 i 那 未 当 lim inf (一 二 和 >>0 时 ， 


Him 《一 92) F(A dt 
me: 志 -x 1+7?—2rc08 (tO—t—hy) 0) 


【证 明 】 当 f(z 一 0) 也 存在 时 ,从 lim inf(I 一 r) 二 和 >0, 得 到 


-名 co, arctan cg 一 区 


工 一 他 2 
从 而 得 到 所 村 的 公式 .现在 痊 明 定理 的 第 二 部 分 在 fkz 一 0) 不 存在 的 
情况 . 不妨 假 识 "一 0, 了 ze 十 0) 一 0 时 


es 
2 1—2reo9$+r2? 


7—| FP, t—h)at; 


对 于 s>0, 取 6=6(s) 和 pt(e) 很 小 , 当 T-msp(e) 时 ， 我 们 要 六 
lV|<e, 设 及 /M1 一 7 的 下 限 是 1(1>>0)， 取 和 6 足够 小 ,使 


Qratm)n<e, IF | <n0<t<8), | fae, 
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那 末 


171<9| maz Plt, 1—h) + 上 | Plr, t—h) | 


二 一 他 
< | 一 一 一 一 十 和 | 一 让 (二 十 生 )<e， 
本 | 二 ) 
由 是 , iim J 一 0. 襄 明 完 毕 . 
设 Co0) bo, Cl1， bi1, eh 都 是 实数 ， 并 了 且 当 O<r<1 时 ,两 个 有 毅 数 


vr, s) = 到 mo 十 > (tn COS nz tT ba Sinrw) rs, 
全 入 


VY{T, Ww) 一 疡 (g, sinng— bcosne) rr 


都 收 鳅 , 那 示 在 单位 加 |z| <1(z 一 re 中 上 ,ww(7, 四 和 ur, 2) 都 是 调和 
渐 数 , 拭 且 


AC 一 于 3 (gn ~— dOn) a 
是 z 的 解析 画 数 ， 假 如 
f(%) ~ 豆 e+ 包 (ancoaneg + b, sinng) 


是 的 勒 具 格 -~ 富 理 堵 般 数 , 那 末 等 式 

im 对 (人 ，%) 一 天 (2 
在 js|==i 一 一 邹 0<%<2w 一 一 上 几乎 到 处 成 立 。， 由 是 , 当 f(w) 属于 
Ly, 2 ) 时 ,存在 着 调和 夯 数 gx, w) 适合 于 

wll1, v) =f (2), 
特别 , 当 了 (w) 具有 连 钙 性 时 , wl1i, 2) = 了 (zw) 处 媒 成 立 ; 换 名 话说 ,加 .上 
的 犹 里 克 菜 二 题 , 在 特殊 情况 下 ,是 可 解 的 .一 般 的 狄 里 克 荣 间 题 ,可 以 
银 述 如 下 : 惟 DD 是 以 有 长 的 车 当 团 曲 多 CO 为 境界 的 下 面 区 域 , zEQ， 
对 于 C 上 上 的 单 值 画 数 jz), 探求 了 DD 上 的 调和 轴 数 了 (Ww) ,使 当 zE0 
时 , 卫 (2) 三 f(x)。 上面 所 说 ,对 于 单位 图 周 .上 的 连 粮 画 数 , 狄 里 克 荣 于 
题 是 有 解 的 ， 
我 们 应 该 留意 ， 尽管 wll， 7) EL(0, 2m), VU, oz) 可 以 不 属于 
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sin ne 


T(0,2m) ,例如 衬 cognz/log "是 勒 员 格 - 富 理 埃 航 数 ,但 是 一 好 得 
的 和 ,在 (0, 2w) 上 不 可 以 积分 .事实 上 , 它 的 水 项 积分 级 数 在 4 一 0 知 
不 收 伊 。 因 此 ,一 般 地 谣 wl1, x) 和 o(1, 2) 的 性 质 很 不 相同 ， 但 是 ， 
对 于 求 和 法 来 放 , 两 者 有 相似 之 处 . 

定理 3 让 sD1aw=ol), 则 当 a>0 时 ， 


za- 人 - 填 人 - ol1) (a>0). 


8 2tan 椰 t 


(ia 发 | dau=00) ,9 一 aTC Sint1l 一 7?), 虽 当 ?一 1 一 0 时 ， 
vr, ©) —F le, ) =0(). 
【证明 】 G) 首先 注意 54(o) 的 积分 天 达 式 一 三 | we( 人 EE; (bd 


中 的 核 是 z 
= Ee 1 ee v 寸 豆 ) 
Tn D, 0 一 cot 总 人 1 ” 


2sin 可 t 
由 于 .0) = 六 sm 济 的 起 对 值 <n, 所 以 | 开 :() | sm。 最 后 的 和 是 
(a-D,oo0s (nrt): 
~Rofe' "Dae - -3 (a 一 Te 站 
筷 的 和 对 值 是 0 人-FHetob 0， 从 而 , 当 信 > 工时 ， 
HI(D) =FRe() ~ cot =0[tt(nt) 
这 里 a 一 min(a, 1)， 由 于 
7 ( = ha 让 holt) HIG) dt 


0 


ef) to (fied 
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oD +0lm™) {ef hee lau] + 1a eso ee} 
=0(D) +0(w") {0 +0(n")} =00), 


所 尽 让 成 立 . 
(ii) 写 着 
1 ,# 二 一 ”3 1 t 
9 人) 一 可 co 可 Tor Qlr, = 画 ot 一 g(t)， 
那 末 
raint 
vr, -一 二 | WD QO, Da, QUr,#)= Tdroogt Tir’ 


er; 区 一 Fo D) =~ er, at i Daa 


0(n)0 (三 )+ 志 | 上 bs) du 2 ds —I if 下 bdu dg tt, 
事实 上 , Q(r, 0) =0, 9(m) 一 0， 
Fr-Q(r, DD +g hlau=0 (5) oD =00D). 


由 于 
20Q ( 工 十 za)eos 一 27 1 
本 | (1—7)?+4r sin2 -二 去 | < ) 


: t 
3g 70 (eost+1) _ 0 (2) 
41—27co8+r) ? (1—2dreost+r )’ 一 ? 


所 以 v(r, 2) 一 了 (%, 7) 等 于 
oD+0( 去 jh ou 0 加 -d=0(1). 
诞 明 完毕 ， 
系 ， 在 点 ”假如 主 值 积分 7(e) 存在 , 那 末 
ELF; 中 一 Fe) (4). 
【 臣 明 】 我 们 首先 注意 . 7(z) 的 存在 等 价 于 
im | es ew) du 一 HO 


pe 
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的 存在 .由 是 


yt) -| ya 下 wkErygu 一 it 殖 的 -| .BOau=oG， 
出 定理 3 的 人) ， 得 到 所 要 的 车 果 。 诈 明 完 毕 . 
7 了 7， 宣 理 堵 极 数 的 导 极 数 
届 广 全 和 9(b 分 串 是 也 和 和 pz(t) 的 积分 ， 那 末 


| CrCe+ 四 十 广 (一 2 一 2 de 


~ 让 {fis+)) — fs—t)}—8, 
由 是 ,gx 的 =0( 人 ) 等 价 于 
Dh rE ~ 


这 是 (vw) 在 的 对 称 导 数 ， 由 是 ，D 有 (2) 一 的 语 ,，S[f;2] 
=5S(C,2) ,这 是 已 亚 提 及 过 的 。 这 里 的 (C0, 2) 不 能 收成 (0, ,这 也 已 
多 说 过 ， 现 在 要 间 : 当 1<a<2 时 , 下面 的 关系 
SE[f; z] = (C, a) 

是 否 在 条 件 DF 1(2) 一 S 下 成 立 ? 下 面 将 回答 这 个 豆 题 ， 一 般 地 阁 , 富 
理 埃 胡 数 [有 的 导航 数 它 [ 有 几 一 -将 全 [f] 汉 项 微分 而 得 的 般 数 一 
未 几 是 富 理 堵 毅 数 ， 但 是 ,成 立 着 如 下 的 事实 : 

定理 1 设 f(z+27) 志 f(z) EL(0, 2x), 虽 当 Df(w) 存 在 时 ,成 
立 着 | 

S'[f; sl = Df(r) (A). 

【证明 】 我 们 要 证 : 当 盖 一 0 时 ， 

NT Enlainnet bcosne)r*—>Df lo). 
这 个 级 数 等 于 


一 ?0 


+ 
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写 着 


De 2P_ 2r0Q—r sint 
LD— 2st -TT oir 


那 末 从 上 式 得 到 
Du _ 1[" f(r+) —f (wo—t 
2 -二 |。 5 区 人 


工 ( 是 一 个 费 耶 式 的 核 ; 事 实 上 , 它 具 有 如 下 的 三 个 性 质 : 
LOO>0, Lo0 (rl1, 0<6<iEn), 
| La | sin t Pr 一 二 人 P (i)oo8t dt=r_>1. 
由 于 [f(z 二 -Je-b]/2sint>Df(e)， 所 以 


lim SDf(%). 


31 
定理 诈 毕 ， 这 是 法 都 (P. Fatou, 1906) 的 定理 . 
同样 可 证 : 当 fp(z) 存在 时 ,% 次 导 般 数 适 合 
EVIf; 0] =f Hw) (4)， 
当 (4) 存在 时 ,我 们 还 要 建立 如 下 的 定理 . 
定理 忆 ”假如 导数 f'(w) 在 6 存在, 那 末 ， 当 zre* 在 单位 图 
lz] <1 内 , 沿 着 不 与 贺 周 |z| = 工 相 切 的 一 条 曲线 厂 赵 近 于 点 em 时 ， 


EE Df Co), 


【证 角 】 不 妨 假 设 xzo-- =0, jzo) 二 0; 工 的 参数 方程 是 
r=7r(A), t=—wA) (OQ<A\<I), 


号 著 

sint OE (rs 8) ~ E(t), 二 | EG)a=00), 
了 rr0Oy 一 
90)7(O 一 一 9 的 ， 

我 们 见 到 


2 £) —00) fF'(0) = 二 二 Ef)~0N) sint fF'(0)] 二 (r, t—a)dt 
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1 
~ GH) EK, 0) d= T+ T+ Te, 
这 里 
1 [| 一 3 
ey | GE 7 | GR | GE ,dt, 
在 特殊 的 情 吏 , ftz) ~ sin an 的话, 我 们 得 到 
3 六 go=4{" FM- 
型 一 00 一 reosb 00)=+[ 1E, (tat, 
或 是 殷 一 29- 二 reoss 一 0。 因 此 , 当 2? 一 1 时 ,9()->1. 从 而 了 到 8 足够 
”小 ,可 使 19 | 在 [~6, 65] 上 上 小 于 s. 由 是 ,从 
se) EO lsineP'( Lar+ jsintlP'( |e 
<eflzs P(r, 0) 十 站 〈 昂 定理 二 的 让 明 ) 
得 到 ,Ja <s (本 二 -二 上) 当 “ 沿 着 工 趋 近 于 工时 ， 
—0(8); 
sa a 
ee 


从 而 -名 Mr 的 >(0)， 八 明 完毕 . 
我 们 称 定 理 2 中 的 “跑道 ” 工 为 斯 多 耳 次 (Stolz) 路 稳当 z 沿 着 某 
一 斯 多 耳 次 路 钱 工 接近 于 各 =e" 时 ,假如 极限 等 式 


lim 3 m= 


分 Wo 交 5 此 拥 s 
成 立 ,我 们 称 王 ,可 用 斯 多 耳 次 - 阿 才 耳 求 和 法 求 和 ， 
系 假如 了 | 了 (cow)du-x3 (>0)， 那 来 G[7; zo] 可 用 斯 多 耳 
次 -网 培 耳 求 和 法 求 和 ,和 是 8， 
[RE9】 不 妨 假 且 一 0， 和 本 了 的 积分 是 户 , 屠 末 访 (0) = 8， 从 
当 # 油 车 斯 多 耳 欢 路 线 趋 近 于 1 时 ， 
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Bun NR 
更 在 回答 本 节 开 始 所 提出 的 问题 于 下 . 
定理 3 假如 如 | 的 d=f(z), 那 未 当 4>1 时 ， 
SLf;o] =f (2) (0, a), ssl) =7(a, 亚 )+o(D， 
第 一 个 精 果 包含 在 下 面 的 定理 中 ,第 二 个 精 果 可 以 同样 证 明 ， 
定理 4 ”假如 DF(z) 在 点 ”存在 , 那 未 当 wu>1 时 ， 
S'[F; 2]=DF(¢) (C, a). 
【 诈 明 】 当 入 i， 人 3) +, jn 是 常数 时 ,成 立 着 
到 | Op XM cos 天 (5 一 直 
-这 | Fe+D 且 袜 Mcog bt dé. 
因此 ,我 们 要 证 下 面 的 等 式 : 
lm 二 | Flott) 2 Kd DF(s) (a>l). 
简写 L, (+#) 一 sin 4) ， 记 上 式 左边 的 积分 为 on 那 末 
a Diet es i Plot) Fle-t) (ta, 
这 里 工 ( 一 办 一 0 当 玉 忆 ) 三 sint 时 ， fs 必须 等 于 1; 因此 ， 
1 fs 
三 区 L, (t=1, 
车 能 证 得 
[E00 ! <n (0<:<1), {L(t) [=0 (n(nt)-e) (二 <i<z)， 
那 末 , 写 着 (FP(w+) 一 F(z—t))/sint=2DF (2) +e(t), 


J,=DF(g) + + oA 


=DF(s)+| oooat+ | jelOtn(nt)-e) dt +o(l) 
=DF(g) +0(1) .0(e(8)). | 
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米 项 当 $ 很 小 时 , 是 很 小 的 ， 由 是 可 知 ">(z) , 而 定理 赴 明 完毕 ， 
现在 还 要 估计 (人) ， 当 0<t< 士 时 ,由 于 
| 加 Kt) [< 
所 以 | 五 的 |<m， 
要 起 五 (O ~O(n(nt)-") (元 stsm), 首先 注意 : 用 网 培 耳 变换 ， 
容易 娠 明 恒 等 式 四 
了 mV 及 十 i 
DO- {BD -We 


应 用 这 个 恒等式 于 2(a)asin 训 及 s(t) 中 的 和 ,这 是 


2 Dr (z=e't) 
的 看 部 ,所 以 
2 0sin§ EO -Im (De 
再 利用 上 面 的 恒等式 ,就 得 到 


Ke Se -D8) 1) ] 


Rs-Ia es 


2 (on in 二 
| 十 on 人 
这 里 =0(i); 事实 上 ， 


1 
(&) ncn 一 —2sin 可 # Lm [+ 十 -区 Le 让 a2) > 十 (a = 了 
写 着 


Poe0, (Qsin#) ， 


Qsin[(n+ 卫 Fe 2 一 只 | 7/ @， Ce) 


EK?() =P+Q+B, 
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那 末 ,我 们 见 到 当 nt 宇 1 时 ， 
St) O(n) 十 DO 人 na-atr: -) 十， 
这 里 
入- -Im (g(t) 2(8)), 
alt) = (asin£) y 
b(t) = > (wx 一 322 


我 们 不 纺 候 娄 1<a<2， 从 而 0< ya—3) ,< (1) (4-3), 
已 全 | 一 | 锭 一 (一 有 pb n+1) (一 38) 128 1， 
站 

因此 , 当 1<nt<w 时 ， 

2 一 0 和 人 十 Dr 一 Oo 人 , 


2 人吉 i 总 (ne) 十 怠 (nm 3 人 4) 让 后 《pt Ee) 


0) =sint AEE O(n-ete) (<a< 约 . 


定理 诡 明 完毕 . 
费 陡 的 核 以 及 普 阿 松 的 核 ,都 是 正 的 ,从 这 个 性 质 可 以 引出 一 条 歼 
的 精 果 . 下面 的 议论 是 从 正 值 画 数 的 效用 发 展 出 来 的 . 当 0 和 fs， 
0<z<rm 时 ， | 
008 (2 一 介 一 009 (2 十 六 一 2sintsinz>>0， 
所 以 p(?, 2) 三 P(r, vw 一 各 一 P(r, vw 二 介 之 0。 假如 jg) 是 一 奇 画 数 ， 
(2) 之 0(0<<z 志 #5) , 那 末 从 下 的 普 阿 松 积 分 


wr, 9) = | FO Pr, sda | fpr, das 
得 到 - 
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ain f (0) “eos(r, 2) <u, 0) < imax f (0) "ugna(r, 2). 
这 个 芋 果 被 费 耶 (1988, 偷 敦 数学 会 期 刊 了 工 , M. 8S, 8) 改 进 成 : 
on(f; 2)> min f (2)oitsen%, 2), 
of; 0) < max f (0) od(sgn o, 0). 
.事实 上 ,由 于 f( 一 0) 一 一 了 (w), 所 以 
os(f; 2) 一 二 | fot EK:(#) dE) FO KI md 
一 二 | fC {REG ~0) ~ ESG-+o)}dt. : 
因此 ,假如 我 们 址 得 KE}() (0<t<w) 是 + 的 减少 画 数 , 郑 末 上 甩 的 两 个 
: 


不 等 式 就 冬天 明 了 ，-- K3C) 是 
村 十 oo 十 08 2 十 
的 导航 数 的 素 查 罗 三 下 均 全 欠 ， 因 此 ,我 们 要 泛 
ESD) nsinntr 
-1 0 1— ”2 
人 一 at 2(1—2rcogt+73) 
-| 工 一 和 直 一 4rSint 
2Z( 了 一 7)5(I 一 27cog# 二 7) | 了 工 二 7 


中 的 系数 83() 在 (0，m) 上 到 入 值 。 由 于 


1—r? 总 1 sn? 去- 
er rr 30n 十 下 | 7 ， 


ko| ex 


所 以 
人 3 人 < 委 0 (Ogt<n), 
这 个 证 明 是 导 般 数 的 一 个 应 用 ,我 们 把 费 驰 的 定理 读 录 于 下 . 
定理 号 。 设 了 (%) = 二 2m) 是 一 个 奇 丙 数 ， 


0 到 各 一 min f (2), M=— max fw), 
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那 末 
mas(sgn GZ， 2) < (Ff; 2) <Mas (sgn z, 4)。 
S .在 勒 由 格 点 ， 凸 性 数列 
改 /zc) EOar, 在 点 zo, 当 
,lim$| If(0) —f(e0) 1dt=0 


时 ,名 [fi; mo] 一 了 (zo) (0, 1)， 这 是 勒 具 格 的 定理 , 因此 , 我 们 称 满足 
上 寺 等 式 的 点 zo, 为 了 (o) 的 一 个 勒 具 格 点 ， 在 勒 员 格 点 , 还 可 以 建立 
更 一 般 的 求 和 定理 . 

定理 工 ( 叶 非 莫 夫 ,苏联 科学 院 通报 ,数学 之 辑 24, 1960) 吉 


1 
wh (0) = (f; £4) =| ,FORK 
ED) -+ 00ht, Ml, M0, 


那 未 当 \ 
(1) Ml (nz00, b=1, 2, .7), 


(i) 寅 下 -00， 


(Hi) EDR | spr ~0(D) 


让 0 
时 ,在 f a vz 刻 立 着 ww (2) 一 了 人 2)， 

【永明 和 简写 心 := dh? 弘一 4 一 rri; 通过 阿 堵 耳 变 神 , 容 易 
建立 下 面 两 个 等 式 : 


1° MD 1bde— D3 (p+1) 42, 
2° X= (mn 一 大 十 四 4 一 总 人 二 六 省 


从 1 和 和 2” 消 走 dp 就 得 到 : 当 8>> 工 时 ， 


一 


”证 盟 的 难处 是 在 指出 罗 信 | nlt) | 上 的 积 寻 基 e(1)， 其 余 比 较 直 捷 ， 这 个 难处 ， 
下 面 将 添 太 条 件 (iy) 来 克服 因此 这 至 的 证 是 ,只 王立 了 永和 条件 (iy) 的 定理 1， 


MN ™. 


8， 在 吉 员 村 点 ， 巴 性 数列 11 
和 旬 一 站 十 工 多 一 六 十 工头 2 多 
MN 一 2 轩 4)- 加 -人 
由 是 , 精 合 (iii)， 

o Cn) Le (y+1) (nn—v+1) 2 __ 
sl | -00D. 

再 从 1° 和 2 得 到 

4 如 | <1+ |X |+ 时 (+ 四 143， 


ptD Ia < M+ 1. 


a Re 
0 2 > 14, D3 B14, + 名 14,| 


3 3 “一 访 介 | 
a J-w+D|4r|+ 完 襄 |4| 


:4 


HE CE + 号 人 mn 一切 | 4 


<2 写 人 
+2 p> C+D ED | 


-2 3 GD-D | + mt Dll, 


t=0 
由 于 (wn 十 4x | 过 2w|4w|=0(D) ,所 以 = -00)， 

现在 永明 ; 当 0<5 入 天 时 ， 。 

6 ,2fs 
4 lim |. EK,(t)di—1. 
实际 上 ,这 个 积分 等 于 

2/8 em sin 有 ANV_ 1 2[rm—d SI 加 各 
本 [= 让] 


各 如 十 sp : 


+ 全， k | 


-1-2 潮 dM) 写 
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写 最 后 的 航 数 为 y+3 二 yw42(8), 那 末 
D3] "yy Sin ho _ Cn) (~ 
| (1—% a (1 ~— MM?) (Yr— Yr) 


=1 


= Moy diyat tt A yntl ~ Ynra, 
从 而 
2 人 本 
时 | CD2t=I- 全 裤 4ersr(3)， 
从 全 得 到 4o 一 0， 双 从 om 一 OU 得 到 


立 dxs(5)=O(max ys(5)1)。 
= 十 1 k> 折 | 


所 以 , 当 mr>co 时 ,总 ysr2b8) 一 0 naxjyzC8) 1)。 预先 取 r 适当 
大 , max |yx(6) | 就 很 小 ,从 而 得 到 4° 
改 mm 是 了 的 一 个 勒 具 格 点 ,我 们 要 省 
te( 太 mo 入 一 Fa) 一 二 | Ef (oot —f (oo) E(t) dt od). 
不 妨 假 届 mw 一 0; 这 样 , 我 们 要 从 加 
5 的 一 | Nf —F(0) [au=0dltl) 
导出 
2 [人 0) | (Dat=o). 


亚 J0 


或 是 从 冲 ( 从 00 (>0) 导 出 | (7G) -7O)) 瑟 (0 于 =oGD 就 够 了 . 


狄 里 克 菜 核 和 费 耶 核 分 别 县 


、 2y 十 I | 

sin— 3— Simo— + 

一 一 和 一 和 也 ( 引 一 一 一 一 一 
sin— 2(v 十 1)sin”—— 


多 2 
注意 着 4;:1 一 0, 我 们 能 写 


Ru 人 一 半 十 习 Neoszt 为 4D: 因 一 习 (l+r) ,0). 


D,(#) = 


乱 。 


8 在 勒 册 格 点 ， 凸 性 数列 421 


从 重 
[Ef;0, 人 一 FOOD)TS 三 [7 二 Ta]， 
这 里 
= 0 IE Id， 人 本 的 IE 
我 们 昆 到 ， 


1 本 . 
页 全 rn) 
Ti.<| DO IE lat<ng (1) 0). 


发 ww 一 [号 |, 则 玉 ,() 等 于 区 mtt) 十 式 wl 介 ,这 里 
Kua) = IBID) DD, Kn= SB 11+) ,0), 
由 于 了 ,<Iaax [v1，(v 十 1) - 坟 习 的 常数 信 , 并 且 
上 Gt) max (y+1, (p+1) 12)at 


-wD Bd wt D2 eg EO 


Ez 


的 ai] ， 


pl 


<(+D) B+D) 十 二 = [ 


<oly+1)F (si 


这 里 = 侣 六 J'<0 用 在 (wi 的 信 计 ;所 以 从 


IEa I < m £0) 


<0(D 2 Ci ea) dimax (y+1, (v4+1) 1) 
得 到 
2 OO Kn) ded THY- [Btn ), 
常数 . 识 8>0, 当 v>wo 时 ,wv 二 DB (5 了 T)<; 那 末 ， 从 GD)， 


(让) 得 到 和 a 
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lim sup J 2 C+) 12| Se 6 
2 也 是 常数 ， 
班 在 引入 条 件 
(iv) 
z > v1 481 -0(1) 


»=n 


对 于 
Ja BO DH Lt) BPD 
中 的 积分 ,我 们 见 到 
EAGTAGL Te (ww 一 sn， 
从 而 " 
J =0(1) Str) -00). 
总 精 起 来 , J1 十 J 一 J1 十 Ya 十 J33 一 0《41)。 因 寺 
tn 人; wo 和) —f (v0) =0(1), 
定理 证 毕 . 
取 ) 和 = es2, 我 们 容易 证 明 : 当 a>0 时 ,人 ,GD ,Ga), Gy) 都 
| ortf; 2)—> fF (2), 
定理 发 42>>0, 和 ->0， 对 于 ,二 to 十 … 十 ,假如 极限 
lim (XS',) 存在 , 那 末 当 8o 十 SS 十 … 十 一 Oo) 时 , 般 数 之 Was 收敛 ， 
【 诈 明 】 从 de 关 0, 知道 {4X 是 一 个 减少 数 询 、 我 们 概 诗 这 是 
一 个 正 值 数列 ， 假 如 不 然 , 那 未 存在 入, 二 0; 从 
4 十 4 十 … 于 drop 一 Na 一 erori，， 
得 到 入。 之 (n% 十 Dp 一 n+1) 4 十 norl > — 00 (p700), 这 是 不 可 能 的 ， 由 


是 可 知己 4 是 收 黎 的 ,其 和 等 于 )o. 由 于 
do A 和 这， | 


8， 在 贡 中 格 点 。 册 性 数列 123 
所 以 wd 和 一 0( 卫 党， 利用 阿 塔 耳 变换 ,我 倍 录 到 


袜 4v= 电 (p+D da 十 (+ 人 
未 项 是 olDD , 所 以 局 (w+ 了 4 一 ja。 再 由 阿 培 耳 变换 ， 
Sb BA +B, 
~ (ot +8,) Ahst (Got et 1) Mit. 


末 项 具有 极限 1 中 项 是 0(whs) 一 0(D , 首 项 加 0(z) 4%。 是 一 个 收 和 
地 数 ， 因 此 了 th 是 一 收敛 活 数 。 证 明 完 毕 ， 
聚 1 起 fc) ~ 于 mo 十 忆 (ascosna 十 businng), 则 疾 数 


ey Cn O097ut 二 D,, Sin ne 
LE lopg 2 


几乎 处 处 收 笋 ( 哈 功 ,1918)， 
《征明 】 司 Sf 及 的 部 分 和 是 (2) ,和 一 J， 那 末 400， 


我 们 已 勾 知 道 
lim St) /og %=0 


几乎 到 外 成立, 并且 二 总 5.(@) = 了 (wm)， 由 定理 2, 所 发 的 级 数 杨 收 


化 .证明 完毕 ， 和 
有 系 2 衣 5[ 几 的 B[ 用 是 卫 ( 一 6sinnw 十 bcosne) , 那 未 


ee 


— a Sinnegt bcosng 
儿 二 六 ]log n 


*) 这 是 奥 立 灯 皮 (Olivier, 1827) 的 定理 : 瞬 &w 交 qnwt 之 0; 划 当 三 四 < 有 时，lim 9， 

一 Hm (Sa 一 ?aa); 这 绒 9 一 避 十 六 二 ar 事 笑 上 5, 和 8 一 nan 一 名 (ov 一 dn} 都 是 单 网 声 
加 ， 所 以 从 一 nw’ 二 [也 |] 的 话 一 一 

Sn Sn sw Np Shr —ht yr Inr 


得 到 所 要 的 竺 果 . 
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概 收 做 [ 改 杜 斯 醒 (Plessner) , 1928]， 
【证 明 】` [用 的 部 分 和 S,(z) 以 及 部 分 和 的 算术 平均 cs(z)， 当 
| lek) la 一 
时 ,分 别 玛 足 
8 人 z) 一 o(log n), 
ow) -Fr, £)=0ll) (o>0), 


由 于 | 如 1dw=o( 信 几乎 处 处 成 立 ,所 以 上 本 两 等 式 几 乎 到 处 成 立 . 男 


此 ,假如 我 们 能 证 

lmf (2 h) =f (2) 
几乎 处 处 底 立 , 那 末 o,(%) 几乎 处 处 是 有 界 ， 从 而 降 一 个 等 和 集 而 外 ,对 
于 同一 点 z+, 成 立 着 


,0,5lo) -00). 


由 定理 2, 般 数 且 ( 一 6sinng 十 bcosnw) /log% 概 收 钙 ， 我 们 还 要 尖 明 
引 理 当 f(w) EL(0, 2w) 时 ,极限 

| 

几乎 处 处 存在 . 

首先 证 明 ; 膝 2=ro”, 汪 般 数 翌 moz" 在 单位 加 |z| <1 上 表示 一 


个 有 界 画 数 g(z). 假 如 g(z) 在 1z| <1 中 无 雾 点 , 那 示 极限 夯 数 
le) 一 lim g(re”) 
在 14| ~ 工 上 几乎 处 处 不 等 于 0. 
由 于 g(x) 的 有 界 性 , 当 jz| =1 时 , Re gf(z) 和 Img(2) 都 是 有 界 画 
数 的 富 理 埃 航 数 . 1g 42) | 过 1 的话, log g (reo) 的 实 部 logjg(re“) | 天 0， 
从 而 当 7>1 一 0 时 , 斋 秒 数 logl19g(re”)|( 普 阿 松 积分 ) onthe 
限 、 因 此 , 1(w) 几乎 处 处 不 等 于 0. 


厂 注 
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其 次 族 明 可 [ 户 几乎 处 处 可 用 阿 培 耳 求 和 潜 求 和 .我 们 不 妨 假 误 
了 (w) 之 0 来 枚 明 ， 设 了 (7, x) 是 的 普 阿 松 积 分 , (7, z) 是 和 了 (rm 
共 四 的 普 阿 徐 积 分 , 从 而 了 (7, 2) 十 2 (r， #2) 的 一 切 值 洲 在 卉 数 轴 的 右 
方 ， 
EN Re 
1+flr, w) +if (r, 2) 
的 相对 值 小 于 1， 因 此, 当 7>1 一 0 时 , 极限 Bm (re”) 几乎 处 处 存 
在 ， 所 以 lim f(r, z) 几乎 处 处 存在 而 为 有 限 数 f(z) ,f(z) 就 是 引 理 
中 的 主 什 积分。 证 明 完 毕 . 


F(z)= (zs—re'®, O<r<1) 


数列 hn 一 (n>D 昌 具有 同性, 就 是 说 ，4%>0; 但 是 


对 于 人 EL 月, 一 般 地 来 座 ， 极 限 lim 和 ,Sn(w) 是 不 存在 的 ， 假 如 f (2%) 
EI2(0, 2r), 那 末 


3 (anCogne + bnsinng) /VIogn 
以 及 
> 《一 @ sinng+ bcosne) /vlogn 
都 是 酸 收 和 化 的 . 


定理 3” 当 般 数 六 〈o3 十 瑟 )log 收 做 时 ,三 角 坡 数 


到 ao+ 习 (gCOsne t+ br sin ne) 


几乎 处 处 收 钱 . 
。 群 见 第 三 章 $3 的 定理 8. 
急 . 从 有 界 变 差 困 数 产生 的 三 角 航 数 


裔 了 (z+2x) 三 F(w) 在 [一 w, w] 上 是 有 界 变 差 ， 我 们 在 第 一 章 
$1 中 ,定义 定理 埃 - 斯 带 耳 青 司 般 数 仿 [aF1l: 


” 臣 是 漫 罗斯 耐 (1936) 的 定理 ， 涨 输 斯 耐 从 德国 回 到 未 联 后 ,改称 Itecaep. 
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d8(o) ~ 到 oo 二 B (wcosnw + bn sinne), 
这 里 


; = | ne aF (e). 
由 于 全 [48] 是 令 [ 下 的 导报 数 ,所 以 当 a>1 时 , 作 [4 下 可 用 (C, 由 求 
和 法 求 和 . 哈 戴 证 明了 更 洪 麟 的 - 

定理 I 设 (w) 是 有 界 变 差 的 周期 画 数 , 则 当 a>0 时 ,几乎 处 处 
成 立 着 
CUF) =F'(w) (0, a), 


【证明 】 诉 簿 数 . 
Fs+D— Fs—t) 一 2 7) 
与 再 (Z 十 下 十 在 (一 有 —2F(%) 


在 区 同 0<<t<h 上 的 全 变 差 分 别 是 4z( 与 Bl) ， 我 们 将 诈 除 2 的 
一 个 零 梨 外 ,成 立 着 4z (有 一 0(h) ,Br (Rh) 一 05h). 

设 v(w) 是 有 界 变 差 画 数 9 (z) 的 全 变 益 画 数 , 那 末 在 有 导数 g' (他 
.的 %， 成 立 着 |g'(%) | 二 v'(w)， 由 是 , 设 7 是 一 常数 ,也 (一 7t 的 至 变 
差 丽 数 为 0 人 0 , 那 末 对 于 几乎 一 切 ,成 立 着 

(8) lim 天 | aLF (wi) —r (wt)1| 
pe 
设 *+ 是 有 理 数 ,上 式 不 成 立 的 一 切 % 的 全 体 是 及 ,, 那 末 召 一 人 吾 , 成 一 
堪 侦 . 当 zE 瑟 时 , 允 于 s>0, 取 有 理 数 7 适合 于 
| 本 Co 一 | <e, 
那 末 
| lar et ~ (e+ P (0) 
| lafF (wi) — (vir7}|+eh=0(eh), 
从 而 As (如 =0( 有 .由 于 
latF (wth +F (wo ]| 
<laF et ~ih (re)1 1+ latF (so—t) +tE" (8)]|, 


by 


Ol 
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所 以 Ba(h) 一 0 (有 ， 


号 着 也 (0) 一 也 (e+ 一 也 (w 一 从 一 217'(z) ,由 于 儿 [4] 的 束 查 罗 
平均 数 


os(g) =- 二 zw 一 全 0 一 
可 以 改写 成 | Kia (w+ 人 DD 一 P(e 一 从], 所 以 
or(w) —F' (%) =- 二 人 K?(t) ar,(t). 


2 isGDaz- 的 [< 天 如 (二 )-eGD， 


TT 


| Es Wap) 


<of4 4 Ome | on 此 As{#) td =0(1), 


所 以 oo) (ycc) 几乎 处 处 接近 于 琴 (z)， 定 理 旺 毕 
定理 2 设 55(%) 是 S27] 的 共 角 直 雪 的 闪 查 罗 不 均 数 ， 那 末 当 
a>>0 时 ,几乎 处 处 成 立 车 
A |- 车 Fletd +P (od) 27(g) as- 


an 可 


【让 归 】 简写 
Fst +P(o-D 2F() =Gs(), Krk) — 直 oot +HID, 


那 未 当 0<a<1 时 ,| Hf | 过 An ct， 从 天 


一 = - dG (t) __1i 和 _ 王 ™ pye 
到 四 -(- | 上 5 Fs (DaG.() -5 本 0aceO， 


从 定理 工 的 证 明 , 右 方 是 o(D) 。 施行 分 部 积分 法 于 左 方 的 积分 , 我们 
得 到 所 要 的 精 果 定理 证 毕 ， | 
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对 于 三 角 航 数 (ancognz 十 Bsinmz) , 假如 有 数列 众 ,} 能 使 航 数 
An kon Cog n+ Bn Sinrey) | 
几乎 处 处 收 敏 , 那 末 我 个 称 {Xn} 是 卫 (acosnz 十 Businnc) 的 一 个 收 租 
因子 列 . 
定理 3 {i} 一 2, 8, …) 是 [UF] 和 吾 [dz] 的 收 航 因 于 
仇 列 ， 
【 故 明 】 我 们 利用 前 节 定 理 2 来 姓 明 .因此 ,只 要 让 明 
oom) 一 再 (2) 一 Diog mw) 


和 元 (o) 一 o(log 内; 事实 上 ，-- 引 一 和 加 一 dt 几乎 处 处 存在 ， 再 
. “mn 豆 
在 
oo -Bo)=od)+Of [ As (Did) 
=0o| | olrD) dt]=0 dog n). 
同样 可 以 肝 论 号 [4 丰 ， 定 理 诈 毕 . 
10， 脑 盘 撞 求 和 定理 中 的 种 性 条 件 
写 着 
pz 的 一 | pis de (b=1, 2 …)， 
po =9 =—9s0), dpW=B -Dr() pt >0), 
ge (nn, ap 1, 大 = | ls a. 


下 面 两 个 定理 是 已 知 的 : 
狄 尼 定理 : lim g(0, 0, 7， 0) 的 存在 含有 人 S[f; 2] 一 六) 。 
日 尔 斤 定理 : 当 9 声 一 0 二 时 ， 
lm Him UDP gatl, 0, 7， £) =0 
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含有 人 [FF 2] = 了 (02), 
我 们 称 lim lim sup gen ,0,2) 二 0 为 ga 艇 的 日 尔 斤 条 件 ， 日 
尔 厅 于 1980 年 在 数学 季刊 ( Q. J. M. ) 上 谢 得 如 下 的 命题 . 
定理 1 在 ax 胡 的 日 尔 斤 条 件 下 , 任 一 ( 焉 均 ) 连 芒 性 条 件 
rl 一 0(#) (7; 正 整 数 ) 
含有 全 [f; 2] 一 了 (wm) (Ca)， 这 里 cc> 一 1; 并 且 必 然 地 成 立 着 
p16) =00), pa) =0(8), 
当 一 1<a<0 时 ,上 认 两 个 关 杀 改进 成 pi( 轨 一 0 人才 。 


【 钱 明 】 我 们 要 证 of(c) 一 /(e) -0(D). 置 y 一 而 了 TT， 写 着 


r[os(a) —f (0)]=— be ve ES 


{Fp 二 Cy 一 Wy 


-i (va 十 va 十 was) ， 


富 垃 


2"= Sm), Ee) = FR), Ja=72947Y, 


vt 


= pO Et, 


Tm) pO Rd 


[ 


= 3 (mp) a 


E+v)y 


一 名 S27 | VORI) dt. 
先 证 Js 一 0、 我 们 见 到 : 


3 


2 —y | 
pe a 
-名 (7 ) ?OES (0 
由 于 Ks (gD 二 民 2( 一 拉 p《 一 日, 所 以 J 二 0， 
要 估计 J 和 了, 我 们 需要 如 下 的 精 果 : 设 一 1<a<1, 则 
(HE OI<An,| | <<4nm 


pt Kr (tdt 


详 二 并 


ES | ms 
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(1) QA)=sin (Co A AONCE ES 的 话 ， 
则 当 0<t< 全 时 ， : 


[RSD | <Att [(3-) + 二 |， | < 


二 1 \*, 1 
<4[( 寺 ) + 襄 ] 

从 80 一 吝 十 t3- 交 四 ,veosyt 就 得 到 的 ， 所 要 十 明 的 ,只 
有 (让 ， 当 a=1 时 ,从 


2 sin (nf 3) 
1 2 = 
bs rl A 
sin 可 (1) 1 (2 sin 吝 ) 4 sin -~— 


2 
就 获得 (站 。 我 们 已 沟 普 明 过 ; 当 一 1<a<1 时 ， 
oG) Im [2 (050) 

(| (a) | 


R(t = 


这 里 
nt)t /os FN i 

3 了 (2sinz) , BO- D(a-8) wt. 

从 而 4 他 ==0(1) ,0 一 0 nt") 十 0( 人 。 易 知 
| (a— 8),| 和 n| (a 一 3)，| 
都 是 单调 减少 的 数列 ， 所 下 8 有 三 Onc at ， b(t) 二 O01)， 因 
此 ,我 们 就 完成 了 (i) 的 证 明 . 
帮 一 0(1) 是 对 于 积分 

| OKs a pr ky Es G19) 一 | p10) SEE a 

的 炮 对 值 施 行 运算 lim lim sup 的 业 果 .事实 上 , 当 a>0 时 , 右 端 小 于 


Akby| K(ky) | 十 


td 


<ALiy) + (npg) 3+ npy) +0Lm Gy) I +0[ | meet ] 


~0 (去 十 o( 山 一 0(D (4—>00), 


10， 肪 盆 揭 永和 定理 中 的 违 盾 性 条 件 131 


这 里 利用 了 还 未 证 明 的 g1() 一 08) 和 9 人 的 一 0( 人 对 于 wx 关 0 的 情 
台 , 我 们 还 要 利用 px 区 一 0 人 0 : 此 时 


| pW ES d= phy) Ke(hy) 二 oGD 


—oL (niy) "+ (nky) + (nky) "] =o0(l), 
其 次 证 骨 72 一 001 。 由 于 gi( 引 一 O00, 所 以 


| Pet [oRn oD 
-0 
从 而 Jo(D). 
pi1(D) 一 0() 的 碍 明 ， 首 先 建立 等 式 
ape =—] "Spr 
由 定义，( 一 "43g, 从 ) 等 于 
dD | wa 


| 要 1) 志 汪 人 


= > (—1)* ( ' pr (%W) das— 久 (—1)* ( , 中“ Pr—1(W) ds 
—(—D"+t 的 


Pr-i (W) du 


Co (2 ) pilut rm) de 


t w= 
(1 | Mgr i (t) dt, 
由 是 得 到 所 要 的 等 式 ， 现 在 从 这 个 等 式 导出 下 面 的 不 等 式 : 
114 的 1as9| “14magr ao lm， 
我 们 只 要 对 于 任 一 正 值 画 数 g (z) , 建立 不 等 式 
Fagan [so 


就 好 了 。 上 其 实 ,左边 是 y(w) 在 以, 2) 斑 面 上 的 三 行 四 边 形 
WW=t, Wt, t= t= 
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上 的 积分 ， 交 换 积 分 的 次 序 ， 这 个 积分 变 成 下 面 三 个 积分 的 和 : 


| 四 | dt dut) 5 wh au "gto) [dau 


< 中 | gau+| gat ga -oa 


《路 下 也 》 罗 kr 


当 m>Y 时 ,我 们 可 以 累 次 应 用 所 得 的 不 等 式 , 而 达到 


Vv 
| lap asr | 1p Ia. 


从 而 
mtr) 一 nt 
1 ape a) ave ”14g9 (| 
ee 下 =- ... 

诅 妈 一 kmtr Tr , 将 上 式 两 边 施 行 | 虹 
右边 是 

| tr ia Wis wife | 4g (6) | dw at 

wy i it 
hn 

| < stayg(m, a, t, Hh)dt, 

左边 不 小 于 


一 (mtr—1)s 
居 at 站 Mt Mg ci | 


加 人 L713 


| 2 (—D? (7 ){prtn— (mr—1)itv 
—pr (ht+ rh)} dtl. 

上 式 中 相当 于» 一 mr 十 ”一 1 的 项 是 

(~ )n rk) -人 wa+ (m+r—l)D)W 


=hh'n pr nN) 十 007) 。 
其 余 各 项 之 和 显然 地 等 于 o07+”，)。 由 是 得 着 


[gr hl <ol) + | eg Cm, ob, De 
当 7>1 时 ,有 如 下 的 8: 0<<9<1 (不 妨 假 设 7 丈 0) ， 
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1 hs ee oy 一 一 中信 
记忆 


: 队 而 
[gr OD ol <0 TF E+m+tr tr Imax gm, a, t, 人， 


一 hmtr er, 


全 >o0, 就 得 到 pr (二 0( 四 ,如 是 逐次 演进 ,一 直达 到 8a 的 一 0 ， 
乃至 91 则 一 0( 友 , 但 是 ,在 a<0 的 情况 ,我们 网 到 


二 pi 人 9)|<oGD trax gm, ost, D =001). 
从 而 p91(5) 二 0(#)， 
我 们 还 要 直角 及 0( 人 )， 由 于 一面 十， 所 以 


sin[(n+ 1+ (+ 一季 |=(~ D"sin (名 - 字 ) 


2 外 
从 而 
用 一 部 CC”) gp (t+ vy) Qs (tt vy) dt 
oq—my (— 1)*sin (各 -学 
人 WE (a2sin 人 
写 着 
207 2 .92 一 ?2 » 
mn) (nD (EE)™ 
卉 且 注 意 着 
( 知 )- 202…- "Bm — g++1) -CC 
我 们 见 到 


Cn)” - 直 ow?) 
rn 有 


+ )[sin ee EE 


将 此 式 代 入 73, 得 到 
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-元 习 (—1)* (0 p+ vy) sin (和 -一 at 
T+OLg 2m—1, «, y, £)] 
末 项 在 lim lim 的 运算 下 , 变 成 ol1) (一 0 就 是 w>co) 。 在 估计 含有 
wa (9) 的 项 之 前 ,我 们 先 证 
%(0) =0,w"(0) =0, wo" (v) =0 (ms) (yumy, tA 2mYy), 
从 wtv) 的 定义 , 立 列 网 到 wm(0) 0， 又 因 


I 笃 ) 让 多 


ty t 十 2 0 
— C0g 一 了 6008 9 
人 PU 
人 (9) =Mmy (十 ay) 六 tre 十 gine+2 cs 


所 以 w'(0) 一 0. 注意 到 v2m, t 寺 www 从 上 式 汪 出 : 
eo! (%) 一 吃 (mt 8) 
AW wl9) = du or 00) adv=Omiee-ay) ， 肥 从 
tvy a t+2m 9 
一 202 008 一 -一 a (2m—») co0s 可 v009 
stvo 1 志 aot 十 202 | > 
多 2 


gin? to gin2+ 多 可 gin 


得 到 [党 | _ -0 最 后 ,从 (pt 和 
Ow{y) ff Bao) 
| a of Qo 
得 着 Se =0 (mtrey) ， 由 是 , 有 中 的 积分 
EE pF wy) sin (各 一 ) at 
[nermotyn(S -全 -© 
这 里 (8) 袁 
人 2 人 十 zy) sin ( 乞 A 3 


se Re 等 ) 亚 4 


10. 入 下 所 水 和 定 再 中 的 汪 镇 性 条 从 
=0 (| roarry [Fedt) 0th-ey], 
ee 0 Ty*) 因此 ,我 们 得 到 
T= Oiege) 二 To 一 Orai) ol). 


(a > 
当 a>1 时 ， 从 上 面 的 方法 得 到 
qi(b) 一 00) 以 及 galt) =0(#) (1<B<a)， 
定 于 工 的 证 明 完 毕 . (参见 § 12.) 
利用 定理 1 (日 尔 斤 的 定理 ) ,我 们 能 将 脑 盆 揭 定 理 中 的 条 件 
91 人 划一 0 人 改进 成 Vr 人 起 一 0( 雪 下 面 的 定理 2 是 哈 戴 和 立 哆 尔 伍德 
所 发 见 的 , 见 偷 敦 数学 会 期 刊 休 . L, M. 8.) 第 十 乔 . 
定理 2 两 个 条 件 | 19geko) 1d 一 O04) 和 8r 人 一 ofD (7: 整数 ) 
包含 次 . 
S{f; 加 一 Ca) (a>0). 
【证 明 】 这 里 我 们 可 以 从 定理 工 简 单 地 束 出 定理 2. 事实 上 上， 
上 | 4p Clo A | Po (1) | du 一 OU 十 Ono) 。 


Wt 


从 而 lim lim sup g(r, a, 1, b) =0. 证 明 完毕 . 


系 ” 设 [14sp: 人 0 [sd 一 0(m) (Pp 之 1) ,pr 区) ~0(1)， 则 求 和 关 


条 
SG{f; 2] =f (2) (C0, o) 


当 c> - 误 时 成 立 . 
f 放 明 】 诊 5>>0. 当 p>1 时 , 取 如 下 的 9: 下 + 他 二 得 本 


| 的 is 人 | 14,9 (8 ba oe ). 


从 而 i 3 一 二 ,7 一 0(8")。 当 p 一 1 时 ,此 精 果 仍 然 成 立 . 由 定 
再 1, [有 ; 2] 一 f(e) (0, 中 (a> 一 二 ). 证 明 完毕 . 


有 恰 工 - 立 股 尔 生 德 ,( 估 于) Math, Zeita. 28 {1928)， 


43 各 
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下 列 语 事项 是 值得 注意 的 : 
1°” 定理 工具 有 在 ws2 的 情况 , 冰 有 切实 的 意义 ， 实 际 上 ,pz 人 
一 0 (好 ) 的 话 , 全 [了 ; w] 一 f(t) (0, a) 当 a>2 时 成 立 ( 下 文 将 有 试 明 ) . 
2° gn,a, 7 人 一 0 人 (人 (Or>0,1>cc) 结 合 着 pr{f) =0(8) (r>> 了 1)， 
一 般 地 襄 ,并 不 包含 p10) 一 0( 人 ， 事 实 上 ,上 面 已 起 说 过 : 


lg: ia 一 0oG 含有 g(1, 0a, 及 = 
另 一 方面 ,存在 着 如 下 的 9 国 : 
| lo a=00, pa) =0(), gid #00, 


8° g(m, gn, 了 一 of (一 0) 与 gr 一 0( 拉 含有 pa 一 6 人 ， 
事实 上 , [grin "| <0(D) + Ag (my «, #, 1) (0<#<n) ,所 尽 
gr 人 一 oz 。 如 是 继续 进行 ,就 得 到 pa 人) 二 0(0， 


11. 用 春 查 罗 求 和 法 可 以 求 和 的 条 件 


富 理 埃 括 数 的 收敛 固 题 告 待 解决 ; 问题 是 要 用 f(s) 在 % 二 wo 附近 
的 狂 质 来 决定 名 [六 xzo] 的 政 租 我 个 所 已 远 知 道 的 收 化 案件 ， 大 部 
分 是 充分 条 件 , 还 有 些 是 混合 刊 定 靶 . 固定 4 和 a, 名 [fi; 9] 一 0) 
(0, o) 成 立 的 充 要 和 条件， 也 还 没有 发 见 .、 但 是 , 固定 而 不 固定 a, 那 
末 儿 [f; 入 可 用 (CC, ol) 平均 法 求 和 的 充 贾 条件 , 已 为 哈 戴 和 立 腊 尔 伍 
德 所 获得 [( 德 国 ) Math. Zeits. 19(1924)1。， 他 们 的 结果 , 包含 在 下 这 
上 儿 个 定理 中 

定理 1 ELr;x] 可 用 蔡 查 罗平 均 读 求 和 的 充 要 条 件 是 的 
茶 一 平均 西数 $x() 在 t=0 具有 连 种 性 . 

定理 1 包 售 在 下 述 两 个 定理 中 . 

定理 它 当 a>0 时 ,关系 钨 [f; 2] 二 5 (C0, a) 含有 

lim Piatra lt) =8, 


这 里 2$ol) 一 f(z 二 有 十 Jw 一 从 ， 
定理 3 假如 iim gr(D) 一 8, 那 未 当 a>8 时 , S[f;0] 一 S(O,0). 
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对 于 任 一 般 数 4 一 名, 我们 引入 如 下 的 种 种 如 号 : 


rl rl 
ho tt (2—1, 2, .…), 


天 他) 一 训 十 十 页， 两 他 ) 一 村 


Mt) 一 1 人 上 wm， oe) = 了 人 


3 ti 一 人 to 十 2 十 二 2 


由 是 
1 ol 二 +hr! 
Le 
因此 lim ji 人 fo) =5 等 价 于 加 十 让 十 … 十 Un 一 8 和 map~>0 两 个 关系 ,而 
可 以 筷 写 为 了 = 一 SO, 一 1， 例如 当 收 铸 航 数 5=5 的 项 适合 
Gn>0nr2 (t= 0, "1) 时 ， 


一 wo 十 丰 十 … 十 z 一 砚 ()， 


了 一 人 (C， 一 陋 + 
当 lim | br-1(I) dw 存在 时 ,我 们 衣 各 全 的 6 次 平均 两 数 


prs) = 了 | pp-1 C0) du 
存在 ,并 且 写 着 : 
hr(D) ~oort amooamnt, p= {SY, B82=—D a 
引 理 1 当 gwys() 存在 时 ,成 立 着 
梧 () 一 2 可 (@ys) 十 Ng 一 豆 (@m 一 ax.tt) 十 0(D)， 

【 诈 明 】 我 们 不 妨 假 设 404==0, 从 而 如 ix(e) =0; 并 且 
sin (2%+ 1) 和 

snt 


天 (的 一 二 | (2 a 


9 [3 a /sin (2n+1)1 
一 -| thes (2t) 名 (dt 


这 里 


to0st sin (nt+1)¢ 


9 1 
一 元 | ppr1 C2 gint sint a 
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a ee ee 


_[r2%+1 一 009 nw n+ 
-ip T+ nt 的 con nt ds 


=- 去 auf+o0) ， 


事实 上 ,om 一 全 | tprrr (tsin ntdt=oln) , 


二 人 人 pies (Df) co Dntdt 


4 | 代 一 foot 坟 ru co 2nt dt 
a 2 sin 2nt -0 [Ctoott — Derr2 (2 i 


a @n,k+i+o(l). 


从 而 
hi Cbr) ~— ZhnC ber D+ [ROBT ng, gtd = — 二 Cn, kt1 十 四 gry 二 + ot1). 
这 就 是 所 要 的 等 式 . 


3Bl 理 马 当 ri) 存在 时 , 41x 十 4ap 十 … 十 Qnx 二 0 (1)。 
【证 明 】 (cz 十 … 十 cam) 等 于 0(1) 加 上 


1 
% sin(ln+-olt ee | 区 
| and 4 一 | he (bain 地 cot 可 辐 +| pr lt) cogntat 
wa . 
2 人 $l) gin rm at4+o(n). 
0 t 


写 着 
|- 办 sinnidt=[ + + 上 sin né df, 


天 7 
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1 
(0, 二 ) 中 有 适合 


『 a) sin ndt— Be 人， 


由 fgx 人 的 连 转 性 ， 
| Beth) sin ti A ax 上 加 (2) 下 £2 di=0(n). 


闸 定 着”,(m, x) 上 的 积分 显然 是 0{1) ， 谣 明 完毕 . 
引 理 3 当 rt2(t) 存在 时 ， 


ha (Ge) —2 (Bern) + hn (Pet 一 玉 ee 
【证 明 】 当 诈 明 时 ,不 妨 假设 cor=0， pvri(T) 二 0。 由 是 


以 (po) 一 这 上) (这 时 ) 


ss ‘for (EY) 


Ee Ei (RS) 


2 t sin (n+1)t+sin (2n 一 1); 
-元 | Ba Brr1(2)) m+ ain 1 


一 2 局 ($e) 一 诗 妥 (rt) 一 去 民 -dera) +o(D. 


0 


中 间 两 项 的 和 等 于 一 矶 (和 ef) 十 去 tta， 从 而 朗 得 引 理 3 的 等 式 ， 


结合 引 理 1 和 引 理 3, 我 们 可 诈 瓶 括 性 的 命题: 
引 理 4 假如 由 +: 的 存在 , 那 末 当 ”一 0, 1 2，… 以 及 v0, 1 
“°*s » 和 时, 艳 立 着 
hr (Be) 一 2 Pr Pr) + hs (Per) =0(1), an,v=0(l). 
【 诈 明 1 由 引 理 1 和 引 理 2, 从 
及 {BD) 一 2 (nr) 十 ht(pet)} 一 吾 仙 {amt 一 Am st 十 0(D) 
得 到 县 (#r) 一 2 及 (brsz) 十 成 (prsz) 一 0(D， 将 此 精 果 精 合 到 引 理 3， 
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那 未 当 +a) 存在 时 ,我 们 得 到 


tn, x+1—0(1). 
但 是 rr 个 的 存在 合 有 由 四 ,be1 昌 ,…, 加 (的 存在 ， i 
gm 一 0《1) ,*，…, wxo 二 0《1)。 人 了 从而 引 理 1 的 精 果 利 化 成 
R(x) —2 Ro (prot) Fh (pers) =0(1). 
两 边 继 续 取 算术 平均 ,就 完成 了 引 理 4 的 证 明 . 
引 理 号 当 x34s(t) 存在 时 , 疆 
Va—2 nN Gd 1 — ntl 1) 。 
假如 oe==0, 那 末 =0() 间 且 凡 十 vs 十 … 一 0(0, 四， 
[证明 】 由 于 ou 一 0, 所 以 2 aw 等 于 


| tpsinn at 
~ 和 | prtri(t) sinésin nt at + 名 | 一 sin £) fr1(F)sin nt at. 
第 一 项 等 于 
| beralt) feos (n—l)t—o08 (nt Ddn[ar iti nd]. 
从 w 的 定义 和 .上 面 的 等 式 , 我 们 见 到 
之 [ G—gint) peri (sin nt of 
Wt 
我 们 知道 : 一 般 地 ， 
[f #00at] =- ra 人 有 SLf ;lf (0,2). 


Vn 一 


从 而 
引 理 5 放 些 . 


21 十 2 十 …… 一 0(C， 2)， 


引 理 @ ”用 著 查 罗 的 平均 法 , 假如 角 数 莹 wx 可 以 求 和 , 那 末 当 


ou 一 O(D 时 , 般 数 于 gsr 也 可 以 求 和 . 
[证明 】 首先 证明 : 当 习 wm 可 用 (C) 求 和 法 求 和 时 ,ri 人 存 
在 ， 为 简单 起 见 , 写 着 ua 一 wm, 井 且 急 起 mm=0， 虱 
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gD =] br ga) =| gi au, 
则 当 0<s 近 1 时 ， 
人 oa= | 0 好 一 | 下风 | + +| 下 galt) dt. 


由 是 , 加 4 的 存在 的 充 要 条 件 是 | ,外 名 dt 的 存在 ， 假 起 gi (一 t) 
= 一 gi( 旭 , 那 未 gi( 引 ~ 3 sin 尾 . 由 于 g1(t) 是 一 连 炉 夯 数 (co= 0) ， 
所 以 当 0<t<w 时 ， 

gO 一 写生 sinnt(0, D). 


又 由 假 衣 a 一 0(]) ,于 a 是 以 (0) 可 求 和 的 ,从 而 号 也 可 以 (0) 求 
和 的 .由 立 脱 尔 伍德 的 计 剖 定理 , 卫生 是 收 化 的 ， 现 在 


+ dt _ 1 1—eos nt 
| gD) = Sn 


-2 人 ( 沁 信 wa- 全 (只 汶 e 


由 是 可 知 , 般 数 关于 8 是 与 敛 的 .从 而 得 到 
主 at on 3/ gint \3 
| gs (6) 后-Z2 针 | (全 ) ot, 
我 们 证 明了 几 4z 人 的 存在 ,因此 ax 看 在 ， 钉 号 
Br =an, st1, 
由 引 理 6, v=—=20—n(B,_1— Br) =0(1), 1 十 Wg 十 "… 二 0(O， 2). 了 
Wn 2 0 — On 四 
为 第 %” 项 的 起 数 之 如 是 可 用 (@) 求 各 法 求 和 的 , 且 Ww 二 0(1)， 因此 航 
数 习 wov/* 收 丝 , 刀 其 和 为 ye。 直 是 


CD 


?yn 一 , {8B,-1~— Byr1) =B,+ Bsr1, 


+ 训 7yn=2 之 Bnt+o(D)， 
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证 明 归 精 于 靳 明 全 y 可 用 (C) 平均 法 求 和 ， 这 事 包 含 在 下 面 的 引 理 
中 . 
”天理 7 了 当 吏 w, 可 用 (0) 在 均 法 求 和 时 , 于 ys 也 可 用 (0) 平均 法 


求 和 ,但 yo= 他 w/v. 

【证 明 】 将 般 数 2 十 203 十 … 和 7o 十 yz 十 … 分 别 记 做 色 和 7?， 符 

且 写 着 | 
S30) 二 高 (vor S09) = 训 ()espr Sry) = Ye 

由 于 


衬 人 一 p> (ys-1— 一 访 (yn- yo) 十 如 二 二 《yo 一 ng 


一 7 m™— (Wt 1) ?nfly 


Ss) — (at1) Ss(y) — (n+1) SS (7) 
当 a 一 0 时 成 立 . 假如 此 式 对 于 4a a 那 末 


St1 (0w) = = [x 二 +1) > SS(Y) 一 +D Svri (y) 


= (a+ Bry) — [SC 十 人 二 DC 


一 (十 2)84 7) 一 (十 1TS8 7) 十 … 二 SA? 让 ， 
因此 ,等 式 当 a 一 0, 1, 2, … 时 都 成 立 。 将 等 式 改写 成 


{aD Ss) ~ (n+D E984267) 一 68(D]/ 人。 


这 可 以 简化 为 


ow) oy) _ oti(y) 
(n+t+atl)n+tat+2) n+at+l “+at2° 


假如 02Gw)->0, 那 末 ,由 加 法 ， 


3 oO (Ww) go%(Y) 
A mFatl) mtatD N+atIl" 


左边 等 于 0( 知 ), 从 而 03(Y) =o (DD， 更 深入 一 步 ,由 于 
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Se(y) E(w) 
vot OT) ni) CD or ye 
所 以 cg-+(y) =o0(1)， 庆 明 完毕 . : 
引 理 8 “ 当 c(>0) 是 一 个 整数 时 , of($w) ->8 等 价 于 
Ne (pyrs) >, 
【 薄 明 】 首先 诈 明 : 对 于 任 一 般 数 x 一 飞碟 人 -8 等 价 于 
cg 人 -Si 但 m0, 1, 3 9 
入 如 教 弄 { 为 了 Hs，02( HN 一 号 全 二 等 等 ， 我 们 用 数学 归 条 
法 建立 恒等式 
Sr (Ho) =—(1—h)SYH) +T mH VHD). 
当 一 1 时 ,此 式 显然 开 立 ， 吏 在 从 上 式 避 出 + 时 的 等 式 :于 上 式 施 
行 加 法 总 ,得 到 
SE (HO) = (I~BS (HD) FESH(HY) + Dn dH). 
未 项 等 于 
-SHY) +mB (HD) ~ — S85 (HI) + (mtl) SH), 


由 是 知道 恒等式 在 十 1 时 成 立 , 从 而 一 般 地 成 立 ， 
用 (@), 除 恒等式 的 两 边 , 得 到 
《也 oR(HoO) ©— (Po (Hi)+korv(H)). 
假如 os-? 了 (HI1)->S, 那 未 oO( 吾 1) >S。 从 而 由 上 式 , o 牛 (Ho) ->9， 
因此 , 当 太 (人 一 8 或 是 co?(Hy)->8 时 ， 
oP(Hy1) ->9, oP Hz-2) -78, 1 CW Ho) 78. 
这 就 是 说 : 太 ->5 含有 of ->5 ( 克 庄 普 )， 要 反 过 来 说 ,我 们 将 恒等式 
改写 成 
SHHo) = (n+ lSPH) — (n+h) Se (HY). 
就 得 到 gl ( 吾 o) = 2 十 了 Do 四 (Hi) 一 ngs21 (HD) ， 取 算术 平均 : 


区 ”此 千 打 当 wx=0 时 ,也 能 证 其 成 立 ; 邮 (一 0 的 阁 。 
1 效 是 克 噶 曾 (Knopp) 和 苹 乃 {Schnee) 的 定理 . 


144 第 二 章 ”定理 埃 坊 数 的 和 
GD oP (Ho to Ho 十 … 十 如 (好 0) oR (HH). 


假如 o 名 (五 ) 一 S, 那 末 从 (ID, o 吕 (Hy) 一 S， 又 由 (IT) 得 到 
oD( 本 9， 从 而 
as-D(Hs) 53, oF (HH , 
这 就 是 发: o%(H0) 5 售 有 础 35 ( 梅 乃 )， 
现在 ,从 cs-i(gss)-S 导出 ot(Gr) 一 S， 由 引 理 4, 成 立 着 
er) — 2 (grt) + (prri) —=0(1), 
从 假 裔 ,我 们 可 以 顺 次 推 得 
Relies) 8, P(ers) 25, hbe)—>8, ope)—>8, 
倒转 来 说 : 当 os(g) 一 S 时 , 加 (gw) 一 5S; 由 引 理 生 ， 
8 一 2 (Gres) + he (grt) —0(1). 
叉 由 引 理 4 和 引 理 6, 存在 最 小 的 7, 使 lim 及 (qr41) 存在 ， 假如” 
>a 一 4, 那 未 ,内 上 式 lim 及 (gr1) 也 不 存在 ;从 
S—27r1 (per1) + 的 (bers) =0{1)， 
lim jt11(gwrs) 也 不 存在 ; 如 是 继 炉 进行 ,达到 lim 所 ($irz) 不 存在 的 
矛盾 .因此 ?a 一 1, of! (grr1) 一 S$S， 施 明 完 上 毕 . 
【定理 2 的 谣 明 】 为 笠 音 起见 , 我 们 假 衣 a 是 一 个 整数 ， 现 在 要 
从 SEF; o] 一 S(O, 9) (a>0) 导 出 tm pots 一 58, 着 


, 0% (Hz) ->8. 


至 ho 一 ao0, 4n(w) 二 4x0， go 二 ~ 言 4o+ 避 Ancoant. 
当地 4 局 4 一 8(C, a) 时 ,由 引 理 8, 须 次 获得 一 条 列 的 业 果 : 


oe (PD) 8, or (ba) 8, **, 0 Cps) >8, om! (gr 一。 
最 后 的 精 果 就 是 

lim (go, PE ee 2 ES er i i A er te, a 41) 一 人 。 
由 于 由 ti 的 ~ 卫 anaricosnf, 所 以 


I sinnt 
四 一 mi 以 于 二 3 十 
加 2 人 一 司 s+ 这， 


nt 1 


由 于 manani= 二 0(1) ,所 以 上 式 末 项 当 二 0 时 ,是 0()， 从 而 
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_mn mwE nfl 各 
para{d) = S Gnatit of 汪汪 ar re) )+。 (1) 


—y-+0(l) (>0), 


式 中 色 < 闻 . 
【定理 3 的 媳 明 】 假如 gr->5S (>0) , 那 末 
| 1b —8 lado. 
由 日 尔 斤 的 定理 , o1 (办) 一 S， 由 引 理 8, oh+1 (gv) 一 >8'; 或 是 SS[f; 4] 
一 8 (0,% 十 1)， 定 理 证 毕 *. 

定理 1 的 求 和 条 件 ,必要 且 充 分 , 是 对 一 般 的 [有 1 而 车 的 , 假如 
f 是 有 界 , 那 末 儿 [f; 8] 可 用 (0) 平均 法 求 和 的 充 要 条 件 大 大 的 简化 ， 
我 们 有 如 下 的 定理 ( 哈 戴 - 立 股 尔 伍德 , 偷 敦 数学 会 期 刊 工 L. M. 8. 第 
一 答 ，1926) . 

定理 4 在 点 z 的 附近 ,假如 是 单方 有 异 , 这 就 是 说 , 有 如 下 的 
KK 和 8: 

f+ >—kK (-—-e<t<e), 
那 末 GLFf; x] =S (OC) 的 充 要 条 件 是 $1(t) 二 S++o(1)。 当 此 条 件 成 立 
时 , 多 [f; 2] 一 S(0, a) 对 于 任何 正 数 < 成 立 . 

【让 明 】 先 证 条 件 的 必要 人 性 .就 是 要 从 ff; x]=8(0) 导出 
9( 引 一 0( 人 由 定理 2, 有 邮 从 一 内 的 一 8 适合 于 由 四 一 o(D)， 章 
边 有 界 条 件 各 全 > 一 玉 含有 

pi)>—KE, bt)>—K,:…, $bO>—K, 
要 从 多 的 =0 人 导出 入 -的 一 xd 不妨 假 必 了 一 2. 假如 0 全 一 以 了 
而 gi(?) 不 是 o 人 也， 那 示 存在 如 下 的 2 和 {,}, p>>0, 加 一 0， 
(5) 关 Pp 或 所 人吉) 所 一 p 
成 立 ， 融 第 一 个 关系 对 于 无 数 个 名 成立 ,又 恒生 下 一 仿 ， 则 当 
0<n<m 时， 


-9 这 里 上 只 对 于 4 是 整数 的 情况 ; 加 以 话 明 ， 一 般 的 情况 ， 参 见 落 者 的 4 交 交 画 数 级 数 
的 和 >. . we . 
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1 


(1 Fa) 四 
证 过 {sO 


g1 (所 十 分 t,) 


六 一 正轨 
工 十 分 


-I toh > 9 


3 


由 是 ， pi(ty+ nt,) 之 各 (OO 委 9 福 9o) 了 从 而 


(L110tv 下 9 
并 x Mo pd a Diy yi 
| Pi 罗干 外 去， 


x 2p03 Pz (ty) 
£, £,) > 
Ph tb) > TF) CP FBR) + Tr 


这 是 和 ga 多 一 0() 不 相 容 的 ， 同 样 可 证 gi (6) 二 一 p 也 不 会 对 于 无 
数 个 纪 成 立 . 由 是 gi1( 引 一 0(1)， 


其 次 翘 明 | | 91() 1du=00) (4->+0) ， 写 着 
Pt 
2 2 


屠 末 |g5tw) la 一 | (p32$)du<olt) +2 开 0 的 。 由 是 ， 当 
ea>0 时 ,名 [LF; 如 一 8(O, oa， 话 明 完毕 . 


12。 车 查 罗 的 平均 画 数 
记 $ (6) = [$0)]o, 
[WOO mE) BD GW a>0), 
称 [的 ]。 为 由 的 的 车 查 罗 a 次 平均 西数 . 前 节 的 。 
es 


0 bi fa 0 1 
是 由 人) 的 薪 耳 赛 (Halder) 此 次 平均 图 数 ， 相 当 于 克 诸 普 和 姨 乃 的 定 
理 , 当 是 整数 时 ,我 们 可 许 
[$610 和 pr(t)—0 
i 立 腊 尔 伍德 ，( 德 国 ) Math. Zeits, 19 (1924)， 95—96]. 
当 [aj =& 时 ,容易 明白 
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> 一 了 二 和 人 GE 一 罗 "ie 
到 (zx 于 万 A 


| | CG 


00 
因此 当 faj<a 了 时 ,大 [人 1 是 由 的 避 欢 "的 积分 ， 这 是 黎 曼 和 刘 蕉 
耳 (Liouville) 的 分 数 次 积分 的 定义 ， 由 于 [$ (加 1s 提 无 周期 性 ,所 以 一 
般 地 说 , 对 于 三 角 般 数 的 研究 , [四]s 是 不 适宜 的 ， 但 是 , 这 里 我 们 
所 考 周 的 ， 重 点 是 在 10 的 附近 的 画 数 性 质 ， 所 以 [4$ ( 引 ]4 还 是 有 一 
些 用 处 ,例如 我 们 有 如 下 的 定理 : [pst)% 一 0(D) 含有 SfFf; 0] 
一 了 (2) (0, 十 起, SS[f; 2] 一 了 (8) (OC, 人 含有 [po 人]ara=o(D) .这些 
精 果 , 都 见 之 于 .上 面 所 引 1924 年 的 文中 . 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 于 1927 年 
在 剑桥 苛 学 会 志 (Proc. Uambridge Phil. Boe. 23) 上 发 表 了 和 如 下 的 千 
果 : 设 0<a<1, 则 当 [p。 人 的 ]。 一 o(H) 时 ,对 于 任 一 正 数 3, 成 立 着 

名 [划一 0(C，c 十 人 ) . 
这 里 的 (QO, a 十 6) 不 可 以 改进 为 (0, a) ， 这 是 成 梢 (NM. Wiener) 所 指出 
的 [风采 省 工学 院 的 数理 期 刊 7(1928)]， 但 是 定理 中 对 于 a 的 限制 
0<a<1 是 可 以 放 宣 的 ;事实 上 , 当 [ps( 人 1。=o(1) 对 于 某 一 w(c>0) 
成 立时 , SLEf; zw] 二 0(0, a+8) (3>0) 成 立 ， 这 是 波山 桂 〈Bosanqnet) 
证 明 的 [ 丛 孝 数学 会 志 Proo. L. M. 8. (2), 31 (1930)] , 他 双 证 明 
SILf; 0j=0(0, o) (>>0) 含有 
[p。 人 jirs=od (e>0)， 

波山 桂 对 于 当日 无- 富 理 埃 极 数 ， 也 获得 类 似 的 车 果 f1932, 1934 的 上 
波 Proc. 工 . M. 8.]. 在 1934 年 的 文中 , 波山 桂 扩 充 前 述 日 尔 斤 的 定 
理 (§ 10) 为 如 下 的 命题 : 设 w>0， 


lim lim sup 人 [pa let) ef :C1 js—0, 
7 


Emo 。。 引 由 
则 当 多 [ 户 菩 一 S(O) 时 ,人 [jz 一 SC, o。 此 式 成 立 的 充 要 条 件 
[$0 Joti=S+o(l), 
在 2 一 0 的 情况 ,定理 已 述 于 前 , 
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两 个 条 件 | pe 的 au 一 oCD) 和 18:(w) 14u-0 提 售 有 Lf; aa 


二 f(z) (C0, 1 .这 是 脑 签 扬 的 定理 , 坡 拉 特 把 它 推 关 如 下 的 博 玉 ;对 于 
某 一 正 整 数 ", 假如 


I OleaS+oD, 101rla=00, 
那 末 S[f; 9] 一 8(C, r+1) [网 钊 桥 哲 学 会 过，23(1927)] , 我 们 要 间 : 
当 条 件 
fils D1 dao Cg 
成 立时 , G[f; d] 一 (0, 8) 对 于 怎样 的 B 有效? 波山 桂 于 上 壕 1934 
年 的 文章 中 指出 : 当 | 1 [1。|4t 一 O00) 时 ,GS[f;%] 可 用 (0) 求 和 法 
求 和 的 充 要 条 件 是 极限 
lim [$ (lars 


对 于 任 一 正 数 s 存在 ; 在 这 个 情况 下 , 假如 上 计 的 极限 不 存在 ; 那 末 

[Ff; 2] 也 不 能 用 阿 培 耳 求 和 法 求 和 ,波山 桂 又 指 出 : [$1。 一 0(1) 

(a 之 0) 的话 , S[f; 2%] 可 用 (OQO) 法 求 和 的 充 要 条 件 是 极限 | 
lim [ph (lore 

对 于 尾 一 s(e>0) 存在 ; 存在 的 话 , SLf; zw]=S (OC, B) 当 86>a 时 成 

立 ; 不 存在 的 语 , [了 ; wz] 不 能 用 阿 培 耳 方 法 求 和 . 


13. 负 煞 级 的 车 查 罗 平均 法 


当 a 为 盈 数 时 , (Cao) 平 均 法 ,只 能 施行 于 (C ,0) 可 求 和 的 郁 数 一 一 
收敛 航 数 ,把 员 数 a 括 的 (C,， a) 施行 于 收敛 圾 数 , 可 以 探 得 疾 数 的 深 齐 
性 质 , 例 如 收 伊 的 速 检 等 事 . 

发 数 航 的 (C) 平 均 法 和 正 数 表 的 (CO) 平 均 法 , 对 于 富 理 埃 般 数 来 说 ， 
有 很 不 相同 的 地 方 。 当 a 之 0 时 ,关系 

人 ff w=H(0, a) 
的 戌 立 或 不 成 立 , 是 了 在 ?的 一 个 “地 方 性 ”( 局 部 住 ). 但是, 当 a<0 
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时 , 信 [f; 好 是 否 可 用 (OO, a) 平均 法 求 和 , 并 不 是 了 的 一 个 地 方 任 ， 而 
是 依靠 著 了 整个 画 数 的 性 质 . 事实 上 ,发 格 上 中 脱 良 茵 (Kogbetliantz) 借 
粮 做 出 下 面 的 例子 ,说 

Fo 一 [zl (OQ<a<l,—e<w<e, 8< or)， 

f(s)=0 (se [zs|<w); f(t2r) 一 大 (2) ， 
旧 当 一 J<B8<ea~1 时 , SG[Ff; oO] = 去 [ye 上 +0) 二 f(z 一 0)] (C0, BB) 在 
任何 区 癌 中 不 成 立 [巴黎 科学 报告 O. R, 168 (1919) ] ， 

一 般 地 谣 , 负数 a 级 的 (0, 四 可 分 成 wa 忆 一 和 a> 一 1 两 种 ,在 后 
者 的 情况 ， 可 以 诡 是 “正常 的 ”; 另 一 方面 , 汉 ( 王 . Hahn) 角 举 出 一 个 
发 散 般 数 , 用 级 小 于 一 的 (0) 求 和 法 , 使 其 和 为 0 [德意志 数学 会 报 
25(1916)1. 

最 初 用 员 数 般 的 (0) 法 来 研究 信 [f; 2] 的 , 是 哈 戴 和 立 脱 尔 伍德 ， 
他 个 于 1918 年 的 偷 敦 数学 会 志 (Proc. L. M. 8.) 于 指出 柑 格 的 收 租 条 
件 足以 保 计 人 [ff; 中 一 Jo (C0, 4) ,一 1 <a<0. 后 来 他 们 又 指出 : 

pi(t) =f(2) Fo (0) 
是 信 [f; wz] 可 用 昌 数 毅 (O) 求 各 的 一 个 必要 条 件 [{ 意 天 利 ) 派 赖 尔 麻 数 
学 会 报 和 (1916)1， 

下 述 定 理 是 值得 注意 的 : 

定理 1 设 让 人 一 了 4(2) (二 ELf; 可 )(0<ae<1l) ， 期 当 4,(z) 
一 0 时 ,关系 

{O) SEf; r=f(%) (0, —a) 

是 f 了 在 点 4% 的 一 个 地 方 性 (局 部 性 }，. 
这 个 命题 含 在 下 面 的 定理 中 : 
定理 写 ” 在 定理 1 中 的 情况 下 , 当 哈 共 - 立 股 尔 伍德 的 条 件 


| ga (Wi) du =0(t) 


成 立时 , (C0) 可 求 和 的 充 要 条 件 是 
A, (2) =0(n ") 


以 及 
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(0) pO(- 有 oe), 
这 里 go( 人 DD 一 吾 {f(2+D+f (6D 29}, 0<8<a, 


(nm， 0) =(nt 1— 一 于) 十 人 
这 是 波山 桂 和 奥 福 特 (A. GC. DOfford) 的 定理 , 见 从 敦 数学 会 志 第 4 
符 (1936)， 
【证 明 】 由 本 章 8 3 定理 2，4(z) =oln“*) 对 于 (0) 求 和 是 必要 
的 . 
现在 分 解 (0) 求 和 的 内 容 于 下 、 上 Kw*(D) 一 @x "(于 Bi*(8)， 
| Qi” i 1 
. (~o),(2sin 雪 ) 


从 $10, 我 们 网 到 | p(w) d=o 反 含有 


[p00) Br t=olD). 
因此 ，(O) 求 和 等 价 于 
(0) foe Wado). 
从 而 我 们 只 要 址 明 此 式 等 价 于 
(0 | petsin (n; Da 一 or 


以 及 证 明 后 省 等 价 于 (O01) 就 够 了 . 
证明 (Cs) 和 (Ca) 等 价 , 就 是 要 诈 工 =o(o) , 这 里 


I=| pe)h) sin (n; 6) oh, 


h() -2sin#) tl (0<t<n), 


ao—1 


由 于 (2sin 世 ) ”等 于 


iri 上 - 趣 +…] 1 (1+ 二 总 十 ，， “), 
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所 以 
hE) = Le ts, EOD, WELO, 7), 
写 着 
9 人 ee hcoant， A 一 4 
2oosztsin (n; t) =nin (n—»; +sin (n+y»; #1)， 
我 们 见 到 : 


h(0) 一 0， 008 (Wn—y»; NW) 一 609 nm 一 ?十 去 ) 5 一 0， 


2 一 翌 4 人 mm (mv; 
eos (n—y»; t) dt 


I SS 下 一 
之 .4 | (0) i [#3 
2 


sin (nC—»; 丰 下 
C1 


2 »; 


1 = 3 
-5 Y 4,| h(t) 
| Ge-， Ey 


三 4 [ Ah' (2) 


一 co 


由 是 了 =0(|4|) +0( 14,| (wm 一 ?) ,这 里 a 表示 2 站 n。 由 于 


. ax 14,|=0("), 


L 
至 2<2n 


名 a 针 
S14, -ne 吕 bvi44 训 "|-0(#)， 
入 42<ol 2 入 1=0()， 

2 二 [村 ] +1 


晤 14-m2-0( 最 人 -0 


所 以 工 王 of) ， 
谣 明 (Ca) 守 We 等 价 . re 


PE 
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或 是 , 写 着 x(t) = 六 min (f+, 677)， 


T=|° p(x sin (ns Dao 
这 个 积分 ,可 以 用 处 理 了 的 方法 来 处 理 ,就 得 到 


了 了 一 YI' 4， 人 or -2 全 抱 有 


Qon 5) 
名 一 2 二 元 


“3 
= 4 | +2'4,| 十 69 <) 
-Green 
这 里 
si ， Sin (n—»; £) 
| 
-Th DT 


OP Te) 
从 而 了 ow"*) ,证 明 党 毕 . 
定理 写 定理 2 中 的 (OQ1) 可 用 
《CD lim lim sup i wpeld) (1—#) at = 
来 代 , 而 (CO 含 在 


站 ye 0 (eit) 好 |-0 


中 一 一 (0 成立 的 话 , (0”) 成 立 ， 
【 诈 明 】 由 于 


ro 


_[/ tsin(n;t) f 
[Qi-3) i J ,rea], 


站 Wl! 
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, 
新 a i 
-| fa {0 } a 


一 oo 二 | olt) {O11) 十 Onle- +0) }at 


Eo 


一 0k2 “) ， 


所 以 (C2) 可 用 (0') 来 代 . 
写 着 五 人 ee 那 末 (0') 可 以 改写 为 


bin “| vOHO EAS ad |~0. 


定义 Hg 一 五 (三 瑞 (2x 填 ) 的 请 ， 忌 蓉 的 富 理 埃 展开 是 


也 (有 一 了 cocosri 一 二 十 二 py 了 ge oon 地。 
2 二 


从 而 
Lf vwWH SP) gq 
= Vs) (We 
TK 


二 :人 “| pe OPE a 


Iv, .<n 


了 一 w% 


+| po 人 2) oucosrt Sm; dt = LLy. 
再 9> 呈 


由 假 裔 ,对 于 s>>0 有 56 一 6o(8), 当 68<6o。 时 ,有 mo 一 mo(8, 8), 可 使 
二 OR 


当 %>%o 时 成 立 . 因此 , 2| 瑟 | 小 于 
了 |cr|s(o 十 加 <2280 Do 一 en 4， 


li< 委 
事实 上 , lc,|<<4 +4 有 8-1y~2 玉 9 4， 因 此 ， 


一 0 ) 


写 着 = + 人 十 | ,我们 昂 到 


六 
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< oz 人 1] Bcuconvt lads 
<4| -有 委 | lee a. 


取 了 足够 大 ,使 |L"|< 二 A418m™*. 固定 8 以 及 PP 的 庄 ， 
Pp a P 
t 4 全 Aa—l —@ 一 w 
IL 1 有 1 而 二 | wwreo 和 


由 是 卫 一 Za: 十 到 十 了 一 on ， 诈 明 完 毕 . 、 

当 了 (6 十 有 一 了 (0) =0(|R1*) Ca> 册 对 于 任何 和 无 碟 立 时 (了 是 
周期 画 数 ) , 刀 做 7(0) E Lipa. 在 a>>1 的 情况 , 易 知 了 是 一 常数 .， 假 
如 f(9)€ Lipa (0<a<1), 那 末 

S[f; 9 =f(0 0, —at+d) 
对 于 任 一 正 数 6 丰 立 。 这 是 齐 革 蒙特 于 1926 年 指出 的 . 但 是 哈 莽 和 
立 腹 尔 伍德 于 1928 年 拓 广 成 如 下 的 辕 果 [ (德国 ) Math. Zeits. nl 发 
.0G<a<1, op>1,， 那 末 上 述 齐 革 蒙 特 的 结果 当 


{ff0+D -70) rap} 0Clals) 
时 就 成 立 . | 


14. 共 天 粮 数 的 和 
由 于 马 [ 丹 的 多 [用 未必 是 一 富 理 埃 般 数 ， 所 以 许多 有 关 5[ 力 的 


疯 题 ,需要 特别 处理 ， 例 如 从 | ,| 加 ko la 一 o(b) 只 能 导出 : 当 a>0 
时 ,成 立 着 


oa? 9) — Ty 6 
0 一 | 站， 


7} =o. 
5 : 


由 是 可 知 : 假如 极限 Hm 54(9) 对 于 某 一 a 存在 , 那 末 当 B>0 时 ， 
lim 未 (9) 存在 .事实 上 ， ee 售 有 积分 
709-- 寺 bp -下 古人 


14.， 闪 由 地 数 的 和 155 

的 存在 ， 这 个 车 果 , 在 8 8 中 代用 解析 面 数 的 方法 加 疏 永 明 , 现在 用 实 
玄 数 的 理论 ,建立 如 下 的 

定理 1 识 了 (9 二 27) A EI(0, 2x)， 那 末 主 佬 积分 

J(6) 一 一 二 lim “了 (8 二 有 一 f(0— ) at 
2™3+0Q pi tan 豆 

几乎 处 外 存在， 

【证 明 】 我 们 不 妨 假设 了 在 [0, 2x]」 上 积分 x4o 一 0; 事实 上 ,从 


f {0+ —f (0—t) =| (+ -名 |-[f@-: -对 | 


知道 : oo 不 影响 于 了 (0) 的 存在 . 发 0<s<m, | f(0+D d=F(0+), 


屠 末 积分 
pr.() -| 2 


等 于 


2 tan 5 2 tan 方 


当 s-30 时 ,第 一 项 几乎 处 处 接近 于 到 (0 一 五 (的 一 0.。 因 此 ,我 俏 只 
要 谢 明 极 卫 lim F, (9) 几乎 处 处 存在 就 好 了 、 
当 fE 玉 时， 易 放 瑟 io (9) 处 处 存在 ; 雪 f (9)~ 避 4.(0)， 则 
在 (日 十 2 有 十 万 (6 一 2 下 一 28( 的 Sin nt 
a es; 


F(O+E)+F(0—e)—2F(0) +| f(0+6)— UE Dg 


由 于 

sf Sin nt \2 1 

全 ?这 ) 元 人 (全 

sy | A,| 
4 多 守 下 4 二 oo, 

所 以 Fot9) 存在 . 

固定 正 束 教 记 于 | 了 4 二 名 一 全 人 | <b 当 %< 记 时 成 立 的 一 基 
0E€ [0, 3x] 所 成 的 点 集 为 五 *， 屠 未 


“(时 2) do 一 和 4， 
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| Bl < | B11->27. 

固定 , 取 吾 ; 的 一 个 关子 集 忆 , 使 | Bx 一 P| 很 小 .假如 语 得 下 ,ol 由 
在 P 上 几乎 处 处 存在 ,于 末 ,出 于 i1P| 很 近 于 |Bt|, 1B| 可 以 很 近 于 
2r, 定理 就 证 上 毕 . 

设 了 了 (0) 一 F109) 十 Fo 四 ;在 P 上 ,了 OO) 一 Fi1(0), 在 了 的 任 一 
余 区 间 上 , F1(9) 是 黎 性 的 ， 那 末 我 们 能 证 了 1(0) € Lipi。 事实 上 ,我 
们 能 证 有 常数 4 适合 


[Fi(9+h)—F(0)|<AIh| (lal < 二). 


不 妨 假 设 >0， 当 8 和 9+ 有 都 属于 卫 时 ,上 式 显 然 成 立 ,此 时 4=%. 
及 车 一 (9, 6+ 有) 二 0, 那 末 (9, 8+h) 售 在 卫 的 一 个 余 区 关中 ， 此 时 
取 4=% 的话, 不 等 式 


[PC0+ 太 一 于 (的 | < (h<I) 


双 底 立 . 假如 了 (89,0 十 及) 关 0, 那 未 存在 如 下 的 加 和 各: 
P.(0, 0Fh)—0, +hEP, 0+h EP, P.(0+hs, g++) 一 0， 
因此 ， 
F1(0+h) ~—F1(0) = LF1(0 -+h) —F(0+ha)l 
TRO+h) — FO+h)] + LPT+h) — F110)], 
而 其 息 对 值 小 于 34 15|. 申 十 , FP1(0) € Lip 工 . 
当 8E€P 了 时 , fal 外 ) 一 0. 假如 9EP, 那 未 ， 6 与 忆 的 距离 是 x(9) 
的 新, 6 十 x(9) 一 8 EP， 从 
Fl0) =F(0)— Ft0)—[F (0 —F(0)]— [LE(0) —.F1(0)] 
得 1|Fa(9) | 二 24x(9)， 由 于 五 (9) € Lip1, 所 以 也 (9) ED(0, 2m). 
从 而 极限 lim Fi,(9) (8 一 0) 几乎 处 处 存在 .我 们 还 要 证 明 lim Fs,(9) 
在 书 中 几乎 处 处 存在 ,这 里 


WO | PalO+D + F(0—0) ~2F:(6) a,, 
8 (asin 吝 1) 
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~ 证 2Simn -一 


lim | Fa.(0) ad Cr 
2 


二 24 | 二 5。 Ca Pa {LE ey < 站 。 


末了 这 个 积分 1(0) 的 存在 问题 ,是 我 们 所 要 考虑 的 . 在 P 上 ,x() =0， 
所 以 
《从 0 
| .ra oof', 0 | nD, On 


当 上 属于 卫 的 一 个 余 区 间 (a, 8) 时 ,注意 到 min (to, BB 一 让 =X(2)， 
那 末 


ob = 
| CE x(B)" 
从 而 


| 0 J: es di<2 | 


由 是 可 知 工 (0 在 P 上 几乎 处 处 存在 ， 因 此 , lim Fs,(0) 在 已 上 见 胖 
处 处 存在 、 定 理 就 明 完毕 . 
从 定理 1, 我 们 可 六 
定理 乙 ”除开 一 个 堵 集 中 的 点 , 当 xu>0 时 ,成 立 着 
lim 5%(0) =7(0) (0, 0); 


这 里 了 (9) 天 示 了 (9) 的 共 二 画 数 , (0) 是 人 [月 的 将 查 罗 在 均 数 . 

” 当 a=1 时 , 定理 2 是 玉 对 斯 奉 首 先 鞍 明 的 [1923 年 ， 作 者 在 基 沈 
(Giessen) 大 学 的 学 位 难 文 ] ， 至 于 

E[f; 0 ~=7(0) (0) 
成 立 的 到 村 条 件 是 1925 年 哈 戴 和 立 脱 尔 伍 穗 所 发 现 的 ( 丛 孝 数学 会 坊 
Proc. L. M. SS. (2) 24), 他 们 的 定理 如 下 . 
定理 3 识 f(0+27)= 了 (0) € Ta(0, 2m), 则 人 S[f; 601=J0)(0) 

成 立 的 充 要 条 件 是 


, 人 
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(C) im 一 工 | Doot td F(9) (0. 


Sm 直人 
此 式 的 意义 是 存在 如 下 的 正 整 数 7: 
1fs1 tf 1 
Hm 3|， 二 主 | -| | tat) cot did dh 2 FO) 
或 是 
tm n 一 二 | Wolb) oot $ dt=¥(0) (OC, 7). 


由 是 , 当 | "x(qu 存 在 时 ,|x(wde*> | xDdu(C, 0); 妈 车 


加 上 wz =o(D (>0)， 那 末 | zkDau> | xl)du(C, -1. 


号 着 B90) 一 osinm9 一 .09m9 ,我 们 时 到 风 ( 有 一 症 (Sin nt, 
定理 3 还 可 以 改 迟 如 下 : 了 B,(0) 二 了 (9) (0) 的 充 要 条 件 是 (C) 。 
证 明定 理 之 前 ,建立 几 个 引 理 ,首先 引 及 下 面 的 人 号: 


髓 的 一 丈 全 ,时 的 一 了 | 用 @ae 四 = 并 作 人 Da 
引 理 1 家 0<i<r, a>0， 当 现 数 v 一 js 时 ,假如 
| Ea, r ~) 


存在 , 那 示 当 vv 二 0, 1，…, *, ?十 1 时 都 存在 . 
【性 明 】 设 有 DEL(z, 4) (0<e<a), 写 著 


je) 一 | htt, 
则 当 e<8<a 时 ,由 第 二 中 值 定理 ， 
z j(e) -二 | @att | a tidt, 
这 里 。<8'<5， 假如 4(s)dt 存在 , 那 末 先 取 5, 次 取 s; 当 s->0 时 ， 
从 上 式 得 到 sj(s) 一 0. z 
本 J(6) 一 上 让 必 hw 我 们 要 下 
J(e)—>JT(0,r—1) 


人 过 


fir 
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等 价 于 jd-s A 2 h(aEO, r). 


事实 上 , 0<m<es 的 新 ,于 
| (Wau= [a [ | -| u (| 2 a), 


” 合 小 0, 就 得 到 


上 jdu=ey(e) + 上 | 四 本。 
利用 分 部 积分 法 ,7 (e) 等 于 
[= hd] +i(e) = -| AOLE jat, 
由 是 / 
7(eo =- 二 | ia- 二 | hity dt. 
从 这 个 等 式 ;我 们 就 能 断 首 : 了 (e) 可 用 (C, "一 法 求 值 等 价 于 j(s) 可 
用 (0, ”) 求 值 ,两 值 的 差 是 士 | (人 Dat. 
由 是 ,| 虐 四 i(0C，7) 的 存在 等 价 于 | 里 多 Wi(Cr 一 必 的 存在 ， 
等 等 ;因此 , 它 等 价 于 | 嵌 ( 闻 Qt(0, 0) 的 存在 ， 后 者 指出 极限 


的 存在 ， 因 此 ,从 . 
| ae Rath a 
得 到 作业 (Ddt=o(s) ,或 是 蝶 41( 让 二 0 二 7) ， 因 此 ， 
由 [ac -5 


存在 . 证明 完毕 . 
现在 假 讼 水 ( 引 ETP(0, w)。 写 着 


全 一 出，- 册 的 一 二 cot 训 $hort ysinss, 
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的 一 去 cot 到 | iC) dt ys sins £, »., 
这 里 ya, 7Y3,…' 都 是 常数 .由 于 
册 的 一 瞎 直 一 (于 oot 于 一 子 )| -zu 


a 


所 以 六 ( 坟 一 时 从 一 0( 扣 .。 因 之 遇 和 蝗 同 时 存在 ,或 都 不 存在 ; 同时 
存在 的 语 , 成 立 着 

ba () —h) =0(). 
从 而 小 和 中 同时 存在 或 都 不 存在 .一 般 地 祝 :假如 水 -1 和 炉 -1 都 存 
在 , 那 未 从 

$l) — =0(8), 
可 以 断 导 和 业 同时 存在 或 都 不 存在 ， 由 是 可 知 : 引 理 1 中 的 岂可 
以 改写 成 水 。 

引 理 安 于 灿 , yo … 的 定义 中 的 yi,， ys3，…， 取 适 当 的 数 ,可 使 

一 切 积 分 , 


去 (oot d=7(0, r—s) 
OD 
的 值 都 相等 ,但 设 其 中 有 一 个 (比方 说 7 了。) 存 在 的 话 . 


【 芷 明 】 我 们 只 要 证 明 : .ye 依 (C, 7?) 存在 的 条 件 是 .ja 使 (Cr 一 省 
存在 , 工 且 Jo=1i, 


BB 
发 罗 (一 | (dw, 则 当 思 >n 时 , 访 如 等 于 


1 fr & sinvé ,1f[s y 
三 丰 ( 它 一 三 一 -三 | pH) 之 cos vt df 


| 友人 人 


1 re sin (N+ 去 到) 人 -二 )t 
区 | sin 亏 


出 于 由 E12, 故 当 W->co 时 ,我 们 得 到 
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二 1 


p= » Dp 


未 项 是 偶 丁 数 一 雪 多 人 的 富 理 块 系数 on; 


3 £ 1 环 
E sin ns cot 可 wd-|. Bt) oo08 nt dt, 


瑟 VE) ~ 二 mo 十 习 meosn， 
而 第 一 项 等 于 
I i(2) sin nt a ne 
.8 


Le ar 1 
十 至 本 十 … 一 Ba 十 mm 二 3。 由 于 山 (~ 号 Basini， 多 的 
-| 由 (wdw, 所 以 - 
叶 2 1 < B, < B, 
A a 


从 而 到 mo 十 wa 十 四 十 …， =0(C ,一切 ， 或 是 


显然 地 ,总 一 一 号 ys ee ==0(m 关 1 3); 从 而 


现在 取 Y1 等 于 部 一 - , 则 得 总 (ow+8%) 一 0(C,， 一 马 ， 总 而 言 之 : 


设 bi) ~ BE Bnsinnt, y= 王 后 多 > B= 访 澡 ， 到 


SB-Bn) —0(0, 一 
将 此 论 法 ,继续 进行 ,可 得 如 下 的 结论 : 散 
ht) ~E Bumsinni, B= 立志 av， 
则 取 适 当 的 yi, ya，… 可 使 
加 3 (Ba =0(0, ~—1). 
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现在 证 明 


(O, )-| boleot 4 ds= (0, -TD-| 如 (cot 吾 104 
写 闭 : 
8 (= (Woot Tidt, Ks) -| b(t)at 
和 让 ss 信 » 要 人 3 
我 们 网 到 
大 50 二 a a 和 人 D tans di 
来 项 等 于 外 去 tan? 寺 o(D dt-o(en) [ 昆 引 理 工 中 sj(e)=o(D) 的 证 
明 ]。 从 而 
Ko(s) -2] 天 tan 专 | Wo 人 g) 豆 cot 芝 du 形 - 上 ofe) 
=2 tan 二 人 于 cot 世 交 d+| yo ln) du -ole), 
另 一 方面 ， 
he) = 上 了 1 ootz 专人 yo (wu) du di 十 全 | oot 计 sinnt di 
末 项 等 于 于 y+o(e)， 从 而 
ki(e) = 了 i COSEC? 去 | wu) au at 


-3 bw du dt+ yi1+o(e) 


‘ 


-六 ot baut | 豆 cot 去 则 人 的 好 


= A + 字 Y1+ole), 
精 合 起 来 ,我 们 得 到 
kte) -于 cot 羡 Ko(s)—=o(e). 
因此 ， hile) -过 下 o(e) =o(l). 人 芷 明 完 完毕 . 


A 
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【定理 3 的 亦 明 】 我 们 知道 : 级 数 王 w, 可 用 ( 口 , a) 法 求 和 的 充 
要 条 件 是 级 数 了 ( 闷 www) 可 用 (C, a 一 1) 法 求 和 , 但 a=0, 1 … 
(StL 引 理 了， 当 可 [有 可 用 (2) 法 求 和 时 ,存在 如 下 的 了 : 
| ZE B=s0(O, 人 ?7 
这 里 Br 一 Bs, so 表示 和 ， 从 而 守 记 一 2 (0C, 7 一 上 ， 振 且 
5 8 一 sS1(C ， ?一 王 ) 。 
如 是 逐步 前 进 ， 得 到 .了 Brizn 一 8r41(C, 一 1); 但 Ban 表示 sd 的 对 
数 ,简写 着 -as 一 2 ， 那 末 on 收 伍 ， nb,—0(1) ;并 且 积 分 
车 | wrap oot 圭 丰 
收敛 ， 琶 在 证 明 
| des te dt 一 字 DB 
履 8>0, 则 
[ 本 2 全 Qt= 3b, | 和 SN % ct 一 Tb, 人 ne du 


第 项 是 o( 让 -), 艇 数 冯 对 收 化 ,证 


Ss) -Eb | dBb (| dn), 


nné 


对 于 。， 取 和 如 下 的 罗 : 可 <sN<m, 国定 着 驴 , 取 [| 一 以 , 那 末 , 当 
s->0 时 ， 
3 be (也 一 =-|。2 siny a b "=0(1), 


® ginw Ne gin 外 
一 一 dw= aa b 
| 馈 a ' 又 ww (| 己 号 


)=o(D， 


可 六 =o0D， 


=NT+ 


-多 1 多 十)=o0(- 计 )=oD. 


= jne € n=Nt1 na 


加 起 来 就 得 到 S(e) 一 o(1) ， 由 是 建立 了 上 面 等 式 . 
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出 于 由 -11 (由 三 办 (十 2m) ， 所 以 
Edad ded 


= 二 | ves di 十 可 > 『 Wr 


yo jx Ti 十 2775 “ 


在 区 间 一 <t<r 上 ， > FT ym -十 六 -和 于 pm 与 做 于 


1 1 
豆 eot 副 二， 
从 而 
a -| dees Gs 
。 tan 可 
这 样 ,我 们 建立 了 等 式 
eel) 
引 dT bo 
2 
由 引 理 2, 积分 
引 -ai(o， r+1) 
0 ns 
2 
存在 . 
倒转 来 说 , 当 积 分 


存在 时 ， 由 引 理 2, 存在 着 
Bes) 
| (CO —1). 


训 
这 就 是 静 , 此 积分 收 合 ,和 并 且 当 纪 0 时 ，} pe ei 因此 ， 
> Brinn=3(O, 功 5 
8 表示 才 数 的 和 ， 从 而  B.(0, ?十 2) 看 在 .定理 瑶 霸 ， 


定理 生 ”定理 3 中 的 条 人 忻 jO) E Pat0, 2x) 可 以 减轻 为 
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f(0) EZ(0, 2m)， 
首先 证 明 


引 理 3 发 j(0) 一 | 上 ww)wnaw, :>0, 那 未 当 柯 西 积分 


j=F hi, j= ja 
存在 井 且 jim yo 信 存在 时 , 夯 数 


yo =F hv, 0 $=F yD a 
都 属于 工 (0, wm), 并 且 lm y+29(2) 一 0, 
【证 明 】 首先 证 明 j0) EL(O, mT): 
下 jla< 上 | | P| guas= = 下 Eo dt du = | | (0) Law, 
弛 (人 一 of 人) 是 已 沟 兽 明 过 的 ,1 了 7( 纹 ey 
| Da=| (j—)at. 
因 此 ,了 (二) 全 一 中 ;或 是 风 了 =j 吕 一 (3) .由 假发 ，j) (区 
伎 柯 西 意义 ,可 以 积分 ,所 以 交趾 也是 如 此 ， 由 是 而 得 
PRD 
这 个 恰 法 ， 可 以 逐步 进行 ， 所 以 ye 二 (2 一 I ，…, 7?) 都 傅 柯 西 意义 在 
(0, w) 上 可 以 积分 ,最 后 得 汉 
"TD (8) -了 | jo du jn 0 (0), 
要 证 Ue ”3 Wa 都 属于 了 (0， Tt), 写 着 
t=8 7, i (DD —P(w) 了 a dk, = Fi(%) 3 
在 条 件 丽人 z) 一 o(e-9) (ceo) 和 | | 人 z) 1dw<<cc 下 , 我 们 要 咱 勒 只 
” 格 积分 i 
| F,(w' dv (s=1, 2,..…, 7) 
的 存在 . 这 些 积分 ， 依 柯 西 意义 是 存在 的 。 当 “3c0 时 , (2)，…， 
也 ,(z%) 都 是 0(1) ; 因此 我 们 不 妨 假 设 |F,(%) | <1(s=1, 2, … 9) 
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由 假设 ， 
Flo)—| Poss) do oo). 
在 区 间 寺 <z< 蛙 中 ,适合 1. 1(@) |>e 站 的 一 切 4 成 一 开 集 妊 , 
二 记 ( 及 ,了 ; 在 任 一 (全 ,六 ') 上, F,_1(%) 关 0， 因此， 
Ey X! 下 二 
| A I Pi (odo| >| 02 dy, 

XX<0(e TY) cA ¥, 

在 区 间 了 <<% 志 卫 ' 上 ,我 们 能 部 


DD let 


C= 可 |. (0—D "|F(y) ldy. 
事实 上 ， 
(2) Fig) =F, ii( 王 ) 一 (一 将 ) 而 3( 写 ) + 


二 (一 了 于 9 Px) 


十 (一 蕊 一 : | da | CQ 关 P(r_1) dr_1, 
工 下 T 


末 项 等 于 
(= ra 《一 ])* 3(w 一 革 )'3 了 下 ( 昼 ) 
Fe | wD) FY) NY- Tr 1) 
+ 和 上 (¢—" Fy dy. 


假如 之 玉 , 那 末 | 到 1( 玉 ) | <o 好, 由 是 从 (2) 得 著 (]). 假 如 5 一 
” 那 末 XY'EB, 从 而 | 瑟瑟 ) | <e 于 ; 以 瑟 ' 代 (人 中 的 和 ,我 们 又 得 
着 (人 分. 因此 (二 对 于 及 志 z 志 及 ' 中 任何 成 立 . 
当 " 一 2 时 , 由 (得 |Pa(c)|<e 攻 十 | .1PGolaw， 


af _lg x 
f fT 
| | 下 lqz<te 二 及 | | 三 Co) du ( 瑟 ' 一 交 ) 


+| mldw， 
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未 项 小 于 fe'， 因 此 , 左 映 的 积分 小 于 
9é0 t+ Ae w 六 [Fl du< (A E03 
(3, 4} ,ZX 
由 是 可 知 | Fi(%) | 之 8(1, o0), 
假如 ">2, 那 未 从 (了) 得 到 
(Fi (8) | <e 2+ 习作 


| ex-X_1 
二 0 十 ( 玉 ' 一 不 ) 人 一 一 -Fr 


Ze dACR' LX) < ATDe 24d0 i, 
从 而 Fz(w) EL(1, oo0); 拓 且 我 们 还 可 以 导出 
IP, (0) | <Ae 于， 
等 等 一般 地 说 ,了 (2%) EL(,， coo) (s 一 了 ,2,，…, 7?)， 证 久 完 上 毕 ， 
【定理 4 的 证 明 】 在 定理 8, 我 们 假发 如 E 瑟 (0, ww) ,从 而 遇 ， 


业 ，… 等 丽 数 不 但 存在 ,并 且 都 属于 L*(0, mw)， 现在 只 候 直 我 
们 来 证 明定 理 8 中 的 事实 .首先 从 积分 


(3) ota) 
的 存在 导出 般 数 的 用 (C) 法 可 以 求 和 ， 由 假 圳 ,存在 如 下 的 7: 积分 
j= eda, jo =F ad, 
各 的 = 了 | ja 
都 依 柯 西 的 意义 存在 ; 当 ->0 时 ，j2(D)->4。， 因 此 ,由 引 理 3, 而 数 
的 一 了 | sd, 0 =F a 
都 属于 工 (0, zw)， "9(D) =0() (ti-30)， 这 样 一 来 , 引 理 2 的 证 明 , 仍 


然 有 效 ,积分 
1 rl) 
dt (0, 一 全 
去 | tan 喜 
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存在 从 而 级 数 
BBrun, EBrn, BBrir, …， EBo 
乱 次 依 (C, 1) ，(C 分， (0O, 3) ,…,(C, 7 十 2) 求 和 法 可 以 求 和 ， 由 于 
Bn 一 Bs, 所 以 全 Bs 可 用 (C, 7 十 2) 求 和 . 
我 们 还 要 从 舍 [f; 外 = 了 (6) (0, 7 十 2) 导出 积分 (8) 的 存在 ， 为 
此 ,首先 建立 下 述 


引 理 了 识 golt)=g( 届 是 (一 x, rm) 上 的 次 而 数 ， 
gD) EL(e, m) (0<e<n); 


gO = ges a (r=l, 2,.), 
go( 昌 一 on sinnt, 
假如 &% 一 0(1), 并 且 0 一 s(C; 7)， 那 末 gra( 坟 一 of ， 震 且 积分 
| J1C0) tT 10¢ 
存在 . 
【证 明 】 我 们 不 妨 假 识 三 4 一 00O,7?)、 由 于 =0(1) ,所 以 成 立 
着 等 式 
(0= DE (leosnt). 
从 而 ; 
gat) = Ban (ni—sinn), g(t)= 5 un"( 吉 92 到 一 二 于 008 nf). 


一 般 地 就 ， 三 Sy(2) = (| a) sin 纪 , 则 得 


= 
Cr+3 (区 5 n+ Sris Cnt). 

由 于 , | 
8a) —| (rriging ue 
所 以 当 t>0 时 ,Sst) <sint. gt2fT (r+8) < 


t+ 


时 ， 六 ra 人) < < oe 五 (7 十 8) 


TE ;又 当 io% 


写 菠 涩 =qo 寺 … 十 ，…，45+ 一 4 十 给 十 … 十 起, 我 们 见 到 
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和 Srra nb) pa * Ar Srra(né) 
gO- 训 44 |-44 [2 | 
我 们 注意 等 式 
LE [eb] i 2 CrkLRb Art1 Pon ry 
中 的 Crk 只 和 多 Eb 有 关系 ， 因此 得 到 
ra lt) = io, 之 AsArLS ra (nd) 1 A [(e 十 办 ) 2 一 ] 。 
由 于 Safoi 等 于 | | 
nt yy FF 十 二 
| [Ca sinu| fw, 
所 以 当 0<nt 志 1，,， hk? 十 8 时 , 4S7 ya(n) 二 iSrr(n 座 ) (0<6<1)， 从 
而 得 到 
da = Ora (nt) (0<n<1); 
因此 LASya (nf) 二 O[ 六 (wD 丰 一 OL WD "3w 可 ,这 是 导 专 1 的 话 , 假 
如 伐 之 1, 那 未 S, nin) =O0f(m#)"] ,从 而 4%554a (Cn6) 二 OLD 8， 
上 面 有 关 Jr:atlt) 的 等 式 , 依 僻 着 


EE =-o( (kh<r), 
这 容易 从 4*[ ] 的 估计 式 获得 .实际 上 ,上 式 左 端 等 于 
A SO)O nr) 0 (A ) olD). 
现在 yi 区 等 于 
on B A [Besa (nt) I A tL (nth) 


+ 二 了 


一 之 on| > on Osmrtsr) O (wn-2r-3+k) 
k=0 ntel 
二 r 十 二 pn? 十 1 一 内 一 2 一 3 天 
+ 0 0 6 )O )] 
— Sic la bp o(1) tr > on |=。 (tr Ty 
”KE 作 niel1 nt>1 \ . 


我 们 还 要 证 明 g1( 人 "在 (0, w) 上 依 柯 西 意义 可 以 积分 . 悦 e>0， 
那 末 \ 
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| tig; (Hai= | ga 人 | + 上 t2ga(t)at 
= [g++g Oe] +2 | #9 = 
Pm) Fe) + (rt Df Forgas, 
这 里 了 的 一 商 GD19oa(D Fe) ~o(D， 由 是 ， 
[np + (etD! | gd 
碍 明 先 毕 . 


积分 (8) 的 存在 窒 罗 (一 | olwDqu, 则 当 劝 Bn(0,7) 存在 
时 ,我 们 仍 能 得 到 : 


B, 1 | sin (N+ 二 ) isin (n- 吾 ) + 


Nn 
之 mp 2 


VO dai. 
sin 一 


. 
”但 是 现在 没有 Wo€ 开 的 假 届 ,我们 不 能 立 天 断言 : 
1 去 | sin (XN 二 


JW 一阵 Vat=o(l) 


SS Sin 5 
而 获得 守 Bnjm 一 J lm 一 四 .但 是 ,J () 是 作 [ 外 ; 0] 的 部 分 和 ; S[ 吧 ] 
是 瑟 -- 和 cos mi 其 系数 是 o(])， 由 于 罗 ( 台 的 如 炉 性 ， 


(0) 十 了 (1) 十 … 十 J(N) 一 oN)， 
又 因 Ba/m==0(1/m) , 所 以 J 了 (N)>0， 从 而 得 到 


“Bom 1 | sin(n- 瑟 ) : 


pi 一 它 m 2 Ss sin 二 Pat, 
由 是 ， 仿效 从 前 的 解法 ,到 适当 的 y1, 可 使 
> (Bi—Bmn) =0 {0, —1). 


将 ol 看 做 引 理 和 中 的 go( 站 由 于 三 Bm (OC, 7) 存在 , 并且 
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Bm 二 0(]), 所 以 队 引 理 4, 知道 积分 


Eh med pom 
存在 ,井下 
+ f+ 人 2 
z (a) we -or 
由 于 (pn) 一 5( 革 ,所 以 归 人 的 系数 是 0 了): 
2 Ja 人 bsin oil 一 o(T). 
因此 , 内:() 具有 引 理 4 中 加 全 的 性 质 , 它 的 系数 等 价 于 B1, 而 赵 数 
玉民 依 (0, ?一 二 可 以 求 和 ,所 以 王 Bin (0, ?一 1) 也 存在 ; 事实 上 两 般 
教 相差 是 0, 并且 1 一 Bn 一 0( 土 )， 由 是 取 适 当 的 ya 可 使 
(B82— Ban) =0(0, —1). 
将 这 套 祝 验 重 复 7 回 ， 就 得 着 如 下 的 画 数 灿 。, 由，… ,ru1: 积分 
1 f* i t 
世上 | oot AO, r—s) 
(s 一 0, 1,，*，…, 十 1) 
中 有 一 个 存在 , 那 未 个 个 存在 而 互相 等 、 定 理 和 证明 完毕 . 

最 后 ,我 们 添加 一 些 兄 实 ,以 业 束 本 节 . 

1° 在 上 面 ,我 们 从 EEf; 9]= 了 (90) (0, 7 一 1) 导出 jo 一 了 (90) (0， 
7) ,又 从 后 者 导 出 信 [f; 名 = 了 (90) (0 ,7 十 2), 这 里 
rs 

9 可 
配 可 (Paley) 对 于 其 中 " 角 六 有 所 改进 ， 群 见 剑桥 后 学 会 志 Proc， 
Oambr. Phil, Soc. 383 (1932) . 

2? 前 面 关于 富 理 块 般 数 的 (0O, a) 求 和 的 一 般 理论 ,在 共 辊 秋 数 方 
面 的 推广 , 详 见 伐 萎 准 斯 基 (Verblunsky) 以 及 波山 桂 (Bosanquet) 在 
偷 豆 数学 会 志 (Proc. L. M. 8.)1982 和 1984 年 的 论文 ， 

8。 对 于 有 界面 数 , 有 下 面 的 事实 : 假如 了 (90) 在 点 % 的 附近 是 有 
界 , 那 未 
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E[f; 91—F(0) (0, a) (a>0) 
成 立 的 充 要 条 件 是 积分 (9) 的 收 伊 、 证 明 见 偷 敦 数学 会 期 刊 6(J. 
工 M. 8. 6, 1931) 。 落 者 是 哈 戴 - 交 股 和 尔 伍德 (必要 竹 ) 尽 玉 普 控 沙特 
(B. N. Prasad) (充分 性 ). 

4 积分 了 (0) 的 存在 含有 客 [f; 引 一 了 (9) (0, o) 当 a>1 时 成 立 . 
这 是 配 瑚 于 1930 年 在 剑桥 哲学 会 坟 (Proc， Qambr, Phil. 8oc,) 上 上 指出 
的 ， 后 来 普 拉 沙 特 证 明 配 蒜 定 理 中 的 K> 工 不 可 以 改进 为 w&=I( 意 大 
利 的 数学 年 刊 (4) 第 十 一 省 , 1982). 

5° au 是 一 盈 数 的 话 (> 一 1), 亿 [f; 四 一 了 (0) (0, a) 是 了 的 一 个 
全面 性 质 -一 -不 是 局 部 性 质 , 对 于 此 式 的 成 立 , 积分 了 (9) 的 收 伍 是 必 
要 和 鸠 . 群 见 巴 腊 那 加 {Bhatnagar) 1988 年 在 丛 训 数学 会 志 (Proc. 上 . 
M. 8.) 44 中 的 一 篇 文章 ， 


第 三 章 


富 理 埃 级 数 的 强 性 求 和 
以 及 概 收 化 


1. 富 理 埃 极 数 的 强 性 求 和 


裔 86=Wo 十 坝 填 … 十 册 , 对 于 了 ww, 假如 存在 正 数 上 和 常数 8 适 
合 
So—SI*+|S ASN? 二 +… 十 局 
(1) 108 + ++ i), 
那 末 我 们 裔 号 w, 关于 指数 5， 强 性 可 和 ，S 是 和 ， 指 数 仿 大 合 强 ! 意 
思 是 当 (了 D 成 立时 ，0< 及 < 的 话 ， 三 ww 对 于 指数 丸 ， 也 可 以 强 性 求 


和 .事实 上 , 写 着 2 一世， 二 十 寺 一 1 我 们 郧 到 


只 锦 加 12.1 : 
为 18.-8l" < Ls.-5 | on ?) om. 


裔 5,(0) 是 全 [ 门 的 部 分 和 , 当 9 二 96 是 了 (9 的 一 个 连 种 点 时 ,不 
但 费 耶 的 烙 果 


1 * 
nT -fF(0)}=0 (1) 


成 立 , 下 面 我 们 将 丁 ( 包 含 在 定理 工 中 ) 立 1Sv(bo) 一 了 (00) |=oG) ; 上 
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式 中 庄 项 , 井 非 由 于 互相 消灭 而 成 oD)， 旋 是 由 于 18, (2o) 一 了 (6o) | 都 
不 很 大 ,其 和 不 过 是 0(n)， 


定理 1 假如 /在 点 9 的 附近 属于 六 并 且 | 1gska) du 一 o (6)， 

那 末 , 2po(w) 一 了 (0+ 人) 十 FCO 一 2 一 27(9) 的 话 ， 
.15.00) —f(0) |=0(). 

这 是 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 的 定理 ,是 下 面 定理 2 的 特殊 情况 . 

【证 明 】 首先 证 明 : 当 一 0( 思 时， 局 (8 一 9) 一 oa) 等 价 于 
局 (So+e 一 S)2 一 oo 。 
事实 上 ， 

DD {Ste,—8):— (8,—8)" 


ba 


可 +2 (6, 一 8) 一 =2 este, 8) — Ds. 


假如 沁 (S, 一 S)” 一 oln), 那 示 由 于 第 一 式 的 右 端 是 o(n) +o(n) 一 oo 

所 以 总 (Ss 一 8) 一 oln) ,假如 后 者 成 立 , 那 示 从 第 二 个 等 式 得 到 

总 (6, 一 S)*=o(m) ， 由 是 ,加 着 SEf; 外 ~ 计 46 (9) 二 名 4,(0)， 
S*(0) 一 8， (0) ~ 雪 4(6) -六 7 上 Neot 4 sin nt dt, 

我 们 证 明 避 182(9) 一 了 (9) | 一 olm) 好 了 ， 从 这 里 我 们 并 且 明 白 :关于 


指数 2 的 强 性 求 和 ,是 了 的 一 个 地 方 性 (局 部 性 ) , 实际 上 , 写 着 24。6(?) 
=f (84H) +f(0—), 


RS (0) -二 | Pott) oot $sin nt H+oll), 
当 0<r<1 时 ,从 
”800) = $l) oot 各 sinnids 
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得 到 
| SACO i ml | | bo (0) $a (0) cos? 三 cos? 可 
4r (1—7?) du at 
~ TI oD -rr co ti Tr 
事实 上 ， 


253 sin nfsin nur" 二 总 Leos nm ~cosn (ti Ir’ 


1 圭一 和 1—7? ) 


下 


2\ 1—2r oo0o8(f—w) +r 本 一 27 cog (te) 十 他 


导 一 党 )7 SintSsin 
”下 = 一 27 cos(t—%) 十 ?3 上 一 ee 


当 了 (9) 三 1 时 ,上 式 简化 为 


1—r 
多 cost 雪 toos 可 wau at 
2 ‘EL —27c08( DD) +71 [2roog(uI 人 -7 


由 是 , 当 le 时 ,我们 部 到 总 [5; Om 上 式 积分 中 
的 袖 积 画 数 了 (it, 2, 7) 是正 的 ,我 们 又 得 到 等 式 


:0) -7OTr 3 food pd Pw r) dtd 
=4(po 7). | 
现在 族 明 访 [S;(0) 一 f(0)]: 一 om) 等 价 于 4(ps7) 一 o( r=7): 
假如 第 一 式 成 立 , 那 末 4(9s, 7) 等 于 
局 -mr 由 oo tmnt er et 
人 
1—r 


”假如 4(po 7) =0 (了 二 ) 那 末 写 着 2o 一 (82 一 9))2， 
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Sos) Boi) < p(t) =00. 
当 了 在 9 具 爱 炽 性 时 ,po( 引 0(t->0)， 因 此 ,由 求 和 法 的 局 部 
); ES; /1 =0(n). 


性 ， A(gpe, ”) =-o( 天 


说 0<5<<xz, 车 
A py, nD- 上’ pel) po PU, w, 7) Auds, 
由 求 和 法 的 局 部 性 , 总 [Sz (90) 一 f(0)]? 一 0 (mw) 等 价 于 A, (go, 7) 
和 0 (二 -). 利用 主 政 兹 不 等 式 ， | 
Lpo D1 < E05 [hn P, s, De] 


x [jh ef Pt, 也， 和) gt] 
0 | ls (OPC, wv, 7) du dt, 


由 于 
4dr(1 六 | P(E, YF) Adu=o0t- 人 cot 划 六 sin musinnir" du 


所 以 
|4,(90, 7) | 去 28 人 cot 页 | rgin nt af 


sl 


5 
(98, 0) +oCD] 一 o( 革 二)， 


事实 上 ,| 93du=0() 售 有 襄 5(g3, 0) 0 (m) ,而 


2 4 1 
=" (1 / r) oln) -of 一 )， 
电 是 得 到 所 要 的 弹性 求 和 的 业 果 .证明 完毕 . 
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系 | 1go(w)1 ow=ols) 含 有 总 [8,9) 一 了 (9)1? 一 olnlogn). 


这 也 是 险 戴 - 立 脸 尔 伍德 的 定理 , 见 数学 基础 (Fundamenta 
Mathematicae) 25 (1985)., 


【证 明 】 :从 定理 1 的 证 明 , 我 们 昂 到 |4A(ge, 7?)| 夺 4,(| go|, 7) 
+0( 了 三 ). 由 于 
O0<P(,%, 7) {Ener Er tN]} 
三 P” G, VY, ”), 


所 以 


4s | pe), 7) 


< + Py, ,7) | go Pol) | dnt 


Ocuticior ”一 ?证 十 <25 
=vVi 二 va. 
在 假设 | 1poko | au-o(9) 下 ,我 们 见 到 


TE wO1u] =-o( 让)， 


T2017) | rp, ,7) |g gobo) | du tt. 
v 1 一 十 ?二 四 从 
由 于 
8rmapP(w, ft, rT) 8t) (17 +trae wt} 
Bor2 {ws [lr) + 7 Od) 1, 
所 以 | 


2 


J32 
一 <j 


1 | -2 的- oko du. 


GE) 


GT En 
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从 而 


> [go | au| 


i-r (1,— 7) 


oT;)+o[ 


I 
(I) 


dllpol, 7) =0( TE 本 人 中 村 三 二 = ). 


= | 5 去 | go lv) | aa du| 


种 7 一 1 一 让 ,就 得 到 内 [S:(0) 一 (0)]: 二 olnlog 内， 吓 昌 ， 

我 们 要 间 ; 在 | Tg |* du 一 o (0) 的 假 歌 下 ,能 否 导出 更 强 的 竺 
洒 总 18,(0) 一 f(9)1*=o(n) (6>2)? 定理 2 回答 这 个 问题 

定理 全 设 wp>1, 则 当 

,00) =| | 90) [rduo 

时 ,总 18,(6) 一 A(9) 1*==o (nm) 对 于 任 一 正 数 成 立 . 

当 诈 明 有 时 ,不 妨 假 设 p<2， 事 实 上 , 设 1<p,<p, 则 

fg as[『 Ig, 17au]” [a] 一 -oo 
记 4[ 亡 -[ 工 1，7@) Irag] ， 
m0- [So]. 
引 理 1 衣 fEL[0, 2m], 则 当 7=2 时, 4s[ 放 二 Ns(0), 但 
f{0) ~ So, en4 。 

又 若 1<r<2, 则 Wr[os4[ 门 ,但 地 十 二 -1 m/ 是 一 偶数 。 

[ 征 胃 】 写 着 oo 一 吉 (o 一 地 0 cs 一 二 (十 记 ) (>0)， 则 
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j(O) ~ 于 om 十 局 (weosng+isinng)， 
记 catO 为 人 [万 的 费 耶 和 , 那 末 
到 | esatat at) 


< at (+ 2). 
2 j=1 


最 后 的 笑 数 ,由 贞 塞 尔 不 等 式 ,不 大 于 |”f*89， 另 一 方面 ,由 法 都 
定理 ， 

| £f (0) ?40 < 1im in 全 re,(9)]2d0. 
因此 ,得 到 等 式 

二 [UC9)1249 一 要 虽 + 避 (B+)， 
或 是 

4a[ 用 = Na(o)， 

这 是 派 司 伐 耳 (Parseval) 的 等 式 ， 泊 司 伐 耳 于 1806 年 建立 了 这 个 等 
式 , 当然 存在 着 很 大 的 限制 ; 这 里 所 壕 的 形式 ， 是 法 都 于 1906 年 完成 
“的 ;因此 , 派 司 伐 耳 等 式 , 狂 过 百年 的 改进 , 才 得 完成 


写 着 户 (9) 一 F(9); 当 j>1 时 ， 
廊 全 = 二 | Jr8+N7(( 一 了 TD 才 几 ~ Se 
当 了 (9) ~ 卫 0e"*，g (9) ~ 号 de 并 且 积 分 
AO) = | FO+DgD 


存在 时 ,容易 明 自 : h(9) ~ 号 cd_now， 由 是 可 知 : 当 j 一 2 时, cz 
-ooe- 一 oo， 假如 6 一 |o]1， 那 末 
CG;+2,4=: [6 [16_ncn = [cnl1+2, 


因此 , 当 了 是 偶数 时 , 6 一 1c,|+ 
发 ,ji > 都 是 正 数 而 适合 二 二 那 末 当 
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a{%)>0, bm)>0, clr)>0 
时 ,成 立 着 赫 陡 宣 不 等 式 


| ezeaz<s (| wao) (| sa)"(| or 


写 着 元 -1 一 a 一 6, 元 一 8， 去 一, 我们 见 到 |(9) | 小 于 或 等 于 


工人 与 人 、 i 
2 人 17 | Ie 9 人 (的 | 1-3 . |f 0+ | i |g(t) | a 


<[ 志 | IfO+DI lg 


x[ 去 作 079 二 去 放 s8[ 证 a 


或 是 
OI<[4 5 故 ] 庆 [4 四] 空 
x[ 过 人 17G@+alrslg 的 Iadl ”， 
从 而 
4 < 
x{ 4 [7 于 各 4 
=A1 [fA [g]， 


这 里 0<a+B<1, a>0, 8B>0. 当 odi 十 co 十 NA 十 0 之 4， 1 > 0, 
o>0 时 ,我 们 昂 到 和 
4 1 4 1 [f]:A4 


1 ay 


[fi-z] 


-Gs~"=—0y 


< 下 4 1 [有 . 


工 一 Gy 


上 7 一 有 ， 0 一 C3 一 "一 人 一 站 ， 划 得 


Mf {A se [FY’. 
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这 就 是 
Ns[e*] = Ngs[c] <Ay _[f1. 


因此 , Ww [<44[ 几 当 r' 一 中 时 成 立 ， 其 实 , 只 要 十 + 占 一 1， 


Nw [ol <4[ 廊 就 成 立 ,这 里 可 以 性 允 应 用 这 一般 的 不 等 式 ， 在 特殊 情 
名 一 路 (£ 一 2,8,…) ,我们 称 Wv [四 二 4r[ 廊 是 现 . 互 . 查 烙 的 不 等 
式 . 杨 客 还 有 一 个 不 等 式 ,可 这 如 下 : 

引 理 号 设 古 + 江 二 1， 则 当 7' 是 一 侦 数 时 ,成立 着 4r [用 
<N,[o]. 

【证 明 】 首先 让 明 如 下 的 事实 : 固定 五 (c, 5) 中 一 个 画 数 了 (w)， 
对 于 Zuo, 有 中 任 一 画 数 Go) , 在 条 件 | .1G(c) Iran<I 下 ， 

7(Gn =- 上 ee)az| 
的 最 大 值 等 于 { | jz 人 e) 1 de} .事实 上 , 酸 p(w) 和 由 (0 互 为 六 画 
数 : 
4 一 六 《2 ， =v) 
并 且 9(0)=$(0) 一 0 9 人)>0, 加 介 >0, 则 当 w>0, 8>0 时 ,成 立 
- . 


p< p(w) av 十 | wD au 


其 中 等 号 当 且 只 当 8 一 p(a) 时 成 立 ， 这 是 可 以 从 图 形 上 直接 明 自 的 . 
特别 , 取 p(w) 一 wT1(7r>> 了 1 , 那 末 我 们 得 到 


a8< 人 和 + 语 (三 + 二 =1). 
从 而 
TO < Polat | 10) I" an. 


我 们 不 妨 假 役 | | 三 | ao- 工 来 求 maxT(GD ,因此 I(9) < 于 十 十 一 1 
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取 G=|F "iggnF, 旭 GE ai. 此 时 
T( 的 -| IF (0) lrdz. 
右边 等 于 1, 左边 不 大 于 1, 所 以 了 (GD 的 最 大 值 是 工 
级 户 人 一 袜 oe， g(6) 一 Badew, | lglag<b 则 一 


| 右上 P90) |B6a|<N (ON) N40), 
这 里 应 用 了 引 理 1， 取 左边 的 最 大 值 ,我 们 得 到 
1 fr 1 
二 人 
从 而 hr(f) <Nol 


由 于 ?<2, 所 以 Wo) <co 含有 入 5(6) <ce， 因 此 , 存在 如 下 的 
{fmm}, rw < rig 2: 


人 zs 一 Fo) a0 < 2 
从 而 fm.(0) 十 阅 {wa(9) 一 (0)} 几乎 处 处 收 仇 于 一 个 画 数 (9) ， 
£0) EL(—, ww), 拉 且 

| LPG 一 Flag 


<2| ,1,60) 一 所 (9) Pag+2 lfm(0) 一 AGO)12ag->0， 

由 是 4x[ 让 <lim inf 4[f] <(e) ， 引 理 2 的 证 明 完 毕 . 

【定理 2 的 证 明 】 要 从 三 的 =og) 导出 容 |8, (0) -了 (0) | 
olm) , 取 足 够 大 的 偶数 7' 一 二 二 使 ?>>#，f<p， 因 此， 

B, (0) =0(t) 

成 立 ;失信 ( 扩 一 006) 导出 总 15,(9) 一 了 (9) "一 om 好 了 

由 于 19, 一 fl" <2" {|8, 一 S5|" 十 |S5 一 了 1" 所 以 这 18。 一 fi" 
=o(m) 等 价 于 训 185 一 了 1” 一 on) ， 关 于 指数 上 的 强 性 求 和 ,显然 是 
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了 在 某 点 的 一 个 局 部 性 ， 写 着 


H+(0) — fF(0) | po lt) cot 避 sin vt df = 8Y, 
我 们 见 到 
风 广 首 3 
篇 1 70)4 叶 ”<[ 访 1si1"] +[ 访 82 


一 SS 
由 于 


ar pelt) [dt, 
时 gs ($) (oA)) =o(), Mm 
= 0(n™). 
cot Li (i<t< =)， 


0 (osi< 亏 ) 
的 富 理 埃 系数 , 那 末 利用 杨 格 的 不 等 式 ， 


[六 < 于 


1 

人 

1S,1< 去 | 
To 


ved) cot 豆 : vt 


将 Ss 看 成 画 数 


的- ele] a | 
2tan 志 


因此 


ores 
no—— 1 i HH 


从 而 S++S"=o {wn”)， 证明 完 毕 . 

假如 (9) 在 于 区 间 2<s0<sB 上 具有 连续 此, 那 末 对 于 一 定 的 
(7, BB.() 一 0 了) 在 4 所 968 中 均 实 地 刻 立 ， 由 强人 性 求 和 的 局 部 
性 ， 我 们 得 到 
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. 票 假如 f(9) 在 4<9 拟 b 中 是 连续 的, 那 未 在 此 区 间 中 ,均匀 地 
成 立 着 


SO) -AO Po >0)， 
1922 年 , 卡 勒 盟 (0arleman) 将 定理 2 中 的 假 识 改 为 
hie) lau=00® 和 | logo) | au=00), 


详 见 偷 敦 数学 会 志 (Proc. L. M. 8.) (2) 21 (1923)。 后 来 , 色 东 (Sut- 
ton) 在 上 记 淋 志 (2) 23 (1925) 中 ,将 卡 勒 晕 的 0() 条 件 改进 为 


| wa-oG@ (p>D. 
他 并 且 就 明 : 这 个 条 件 结 合 着 | wo) ov 一 oG 包含 等 式 
站 le- >9)， 
ou(9) 表示 信 [f] 的 费 耶 平均 。 后 来 哈 戴 -开脱 尔 伍德 指出 色 东 的 条 件 
实 含 有 任何 正 指 数 的 强 性 求 和 [Proc. 工 . M. 8, (2) 26 (1927)]。 群 赤 
地 说 :  . | 
定理 3 两 个 条 件 区 (的 一 0 的 和 wo 的 呈 一 。 人 含有 
S80) —fO) om) (>0). 


【 坏 明 】 是 mr 一 三 ， 写 着 wm(8%(0) 一 了 (9)) w+, 这 里 


1 


=| Polt) 0t tsin nt dt = | eut 吾 nt 上 go (2 du 上 -人 。 
末 项 等 于 . 


_f fs 六 
[Eneosnt cot 训 可 sin nf 008e0" 3 | ge(u) uat 


-| on+t =o(D), 
从 而 an=0(1). 要 处 理 


[4 tf 
B+,= | [ 竺 | sin nt go (€) di dt, 
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我 们 作出 与 正 数 * 有关 的 奇 画 数 一 X( 一 让 一 2 人) : 
(TY<t<Sor) 
2 [， ot) (OQ<te7), 
识 x()~ 总 cul7) sin nt, 则 因 
有 ,一 5 cot 可 (7) 十 地 | 0 (t) c0gec? 林寺， 
所 以 


(le < 号 oo ot Sl) 
+ 于 C0s603 -= 5 [Sl eas 

我 们 不 妨 假发 直 是 偶数 ,由 杨 格 的 不 等 式 ， 

(BloDL) <[ 三 人 za 

-| 二 | fw pa” 
取 亡 足 角 大 ,使 如 <p, 那 末 | 19D 1* du=0C); 从 而 
[ 训 lo.@ 8] 0). 

由 是 ， z 


[Ba 中 ~0(7™ ro(f a)-0m/ Pt. 
取 卫 和 银 大 ,我 们 上 见 到 


ET ET TP 
这 就 放 明 了 定理 8. 
对 于 共 井 秋 数 ,成 立 着 类 似 于 定理 3 的 结果 : 


系 1 当 积 分 了 (9) 存 在 时 ,条 件 上 Yow) jsd4 一 0() (p> 了 D 售 有 
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S58) -70) ?=o0(n) >0). 


[证 明 】 避 如 的 ~ 另 B,(9) sin mt， 4 一 卫 . 调整 B1(9) 的 值 ,可 使 
了 (6) -0. 现在 : 


1 
四 7 808 -5 — C08 
oO- 号 2O-- 去 | Re 


sin - 有 


1 + 一 二 cos oot 刘 各 四 十 0 全 
on 十 Ba 十 of) ， 

在 区 间 0<t< 二 中 , co09 mt 只 有 (PP) 次 振动 ,在 每 小 区 间 中 ， ea 
是 单调 的 ; i 利用 第 二 中 值 定理 , a 二 0(1)., 至 于 ps， 可 如 定理 3 的 
族 明 ,以 处 理 B, 的 方法 施行 估计 , 定义 cn(7) 为 一 个 偶 范 数 的 系数 好 

了 . 底 明 完毕 . 
系 号 假如 吃 是 二 的 一 个 连 炉 点 ， 屠 末 当 f(9) 存在 时 , 对 于 任 一 

正 数 , 成 立 着 


S50) — FC0) Po 


它 。 几 平 收 A 创 的 航 数 


设 心 ,一 Wo 十 人 十 … 十 如 . 假如 存在 如 下 的 nx} (Nt ) ， [1, NV] 
中 含有 >(V) 个 S,—— Suv NN, Sywri> HN, 
»(N) 


lim Sn 一 5， ~ 1 


屠 未 称 于 % 几乎 收 茂 于 38， 当 -oo 时， 称 了 8) 的 上 限 为 {mm} 
的 密度 . 
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引 理 强 性 可 以 求 和 般 数 必然 几乎 收敛 ， 有 界 的 几乎 收 伊 般 数 可 
以 强 性 求 和 ， 

【证 明 】 首先 读 明 : 数列 {ss} 儿 乎 收 做 于 0 的 充 要 条 件 是 适合 
| 入 e 的 一 切 n, 成 一 害 度 工 的 数列 :必要 性 是 无 待 证 明 的 现在 假 
识 适 合 Ea Em (sm 40) 敬一 切 % 胶 一 数 列 Sm, 那 末 SmoOSm; Sn 
的 害 论 是 1(m=1, 2, …) 。 固定 m, 取 Nn 足够 大 ,使 Sn 在 (0, Nm) 
中 的 密度 大 于 工 一 sm， 拼 有 8 Nn > Nm_i, 

Sn° CNm_1, Nm) 0, | | 

由 是 ， 整 数 的 集 导 Sn (Nm_1, 和 Wm) 三 5 落 在 (0, NN) (Nn<N<Nnt1) 
中 的 个 数 不 下 于 gm 小 在 (0, W) 中 的 个 数 ， 从 而 8 的 密度 是 1, 由 于 
8 一 0 (mnES) ,所 以 {S] 几乎 收 铬 于 极限 0。 

设 {5S,} 关于 指数 上 强 性 可 和 于 S; 设 8>>0, |S, 一 S| 之 s 的 v 
(> 入 六 ) 的 个 数 是 vz(N), 那 末 

{ISo—S|I*F + |S,~S It>v(N)s=0(n). 

从 而 18, 一 S*<<e 的 个 数 % 一 ym) =n+o{n)。 由 是 ,几乎 收 钱 
了 于 SS 

假如 S.。 几乎 收 化 于 8， 井 且 I8, |<4, 那 来 ,利用 上 面 的 记号 ， 

| So 一 访 拉 十 十 | 全, 一 和 | < 4 二 sc 一 59)] 
一 of) 十 Of(stpn) 。 

由 于 。 的 任意 仁 ， 疡 18, 一 8 一"(m)， 许 明 完结 ， 

定理 1 设 go(c) ,pi(o)，… 在 [0, 切中 是 一 就 范 的 直 交 夯 数 系 ,， 
那 末 当局 ot0og log m)?<oo 时 ,地 数 了 crpnlz) 在 (0, 1) 中 关于 指数 
2, 几乎 处 处 强 性 可 和 ， 

【证 明 】 1? 当 ww) ee Za 人 之 oo 时 ,对 于 如 下 的 nx: 

Ev ny) < 十 1, 

Su (o) 一 apvz) (8->oo) 在 [0, 了 中 几乎 处 处 收敛 . 

事实 上 , 由 于 对 只 <o0, 存在 着 了 适合 | (fo) 一 8 (0))*do 
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一 0(1) ， 这 个 积分 等 于 大 4 二 中 19 十 … 一 rr， 更 在 
Sr Cer) 8 bre < Selo(n), 
所 以 烽 数 叶 上 [f (o) 一 Sz)]? de 收 化 ， 由 寅 殉 居 定理 ， 般 数 


Z (fte) 一 Su(e)) 几乎 处 处 收 铸 ( 参 见 著者 < 实 耐 数论 第 六 章 ) , 从 而 
lim Su(z) 几乎 处 处 收 钱 于 了 (2)， 

2” 当 于 台 (log log mn)? 收 铬 时, 吕 awgn(r) 几乎 到 处 可 用 (C, 了 下 
均 法 求 和 ， 这 里 对 数 的 底 不 妨 取 做 2, 这 样 一 来 ,我 们 见 到 


Fab te tags) (og WI<o0, 


由 是 ,从 1° 知道 lim 52m(z) 概 煞 于 了 (ww)， 另 一 方面 ,号 着 
Norn (ts) ~—S1(7) + + Si (5), 


我 们 网 到 %(S,— on = Da Dp,, 从 而 | 
dD 
nal1y0 于 Co 和 i 22n v 三 1 E 
SS 2 2 | 一 入 
<S[ee 1y > 4 | 
这 里 (2) 二]og log 2 一 v，， 由 是 ,最 后 的 般 数 小 于 
器 <238<o. 


所 以 lim owlw) 一 了 (w%) 几 乎 到 处 成 立 , 对 于 任意 的 5%2, 存 在 唯一 的 
% 适合 22<b<2*11， 电 于 


Ok 一 Gan 一 pa [0,+1~ oyj 
va 


的 平方 小 于 或 等 于 
Qt RAT 


工 3 +E 
Dy [ca 一 Co 人 Ld [out1— or]’, 
= 人 p=2" 风 p=2% 


4 


四， 考虑 羡 ol (2)， 这 里 0 一 ao 十 十 作品 
CAN (CD) = amt Ip" #1 (7) + ot anti pantz CH) 。 


， 见 平 收 钱 的 般 数 “183 

所 以 
1 

Sn | feste) -code 
RR 


ds 


po Dn+l 
一 三 


3 误 s0OG- DI- te 


9 和 
> 人 全 js 站 证 让 号 PT3 习 全 


2 
4 


I 


<6 9 +32 中 < 
由 富 绞 居 的 定理 ， ve) 一 wa) 所 手 直 处 收 乱 ， 有 而 
总 [oooa(o) 一 av(o)]=o(D， 
cx) 一 oz(o)=o0). 
因此 lim os(a) 几乎 处 处 存在 ， 这 就 证 明了 2”. 
3" 般 数 轧 lve) 一 Ss(e) fn 几乎 处 处 收 敏 . 


ST 施行 分 项 积分 ,我 们 见 到 


2 有 
人 nF mF > i PT 


均 总 oo2. 三 = 六 <oo。 
申 富 弱 中 定理 ,所 匆 表 数 几 乎 到 处 收 伊 ， 由 是 ,几乎 处 处 成 立 着 
in [on (2) 二 | =0(N)., 


或 是 阅 love) 一 B,Cz) ! ?=0(n). 
4 ”定理 的 施 明 : : 


pA AC By 
<{=t 训 1S,0) -oo) | + 


=0(1) 二 +o(l) =0(D). 
证明 峙 毕 . 了 


1 
2 
[| 
=iM a 
| 
hy 
由 
一 一 
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定理 在 (0, 1) 中 的 就 范 的 直 交 男 数 级 数 了 a gr(o)， 当 其 系 
数 适 合 条 件 也 1og?%n<o0 时 ,几乎 处 处 政 敛 . 
【证 明 】 假如 go(z) ，gxi(z) ，… 是 无 限 不 完备 的 ,就 是 部 ,存在 无 
殷 个 画 数 gtz)， gatz) ，… 使 {o 由 十 { 合成 一 个 [0, 1] 上 的 就 范 
查 交 西数 系 , 那 末 ,车 
让 (2) 一 pa(2) 人 2 关 2 的 任 一 乘 一 )， 
YatZ) 一 Pak2) (n=0,1,2,..), 
帮 且 假 心 =0 (mn2 的 任 一 和 溢 一 ) ，em 一 4r， 那 末 对 于 丰 交 西数 级 数 
. 也 o 加 te)， 我们 有 系数 关 条 


llog log n)’=—Eo8 (log log 2")? 
=Faitlogn) <o0, 

这 里 对 数 的 底 是 3。 由 定理 工 证明 中 的 1? 和 2°, 画 数 列 
S(t) = Tenn () pe 人 


在 [0, 忆 中 几乎 到 处 收敛 ;这 就 是 发 , 般 数 之 or onktz) 概 收 伐 . 
假如 不 存在 如 上 的 四 1, ha，…， 那 未 我 们 分 别 考 虑 酚 个 圾 数 


翌 Can—1 Pan—l (2) 和 3 dan zn {2) 由 


对 于 {pos -有 {paj ,对 于 {pom} 又 有 {pan-1}; 因此 ,从 般 数 
EZ a2-1 (og 1)?, Ta2, (log n)? 

的 政敌 ,人知 Basi pan_1( 人 2) 和 立 Gan par) 都 撕 收 伍 、 从 而 pn (5) 
几乎 处 处 收 化 .让 明 完毕 . ， 

定理 号 ”人 S[f] 和 [及 都 是 几乎 处 处 收敛， 

这 是 下 述 定 理 4 的 一 个 业 瑜 ,定理 4 是 护 辛 基 入 斯 (1986) 和 齐 革 
募 特 [Proc. London Math Boe. 47 (1947)] 的 定理 . 

定理 4 当 了 ELI 时; S[f] 和 瑟 [ 及 都 是 几乎 处 处 关于 任 --- 正 
指数 强人 性 可 和 . 

【 装 明 】 发 2 二 pe*(p<1), [站] 的 系数 是 ao pw 那 末 当 pl 
时 ， 
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可 ao+ 全 (dd) t= P(g) 


表示 全 [ 峰 十 鳄 [有]， 盘 和 (从 一 去 co 二 > (ou 一 埃 2 ， 


mm 人) 一 a 


由 于 lim 7,《e%) 几乎 处 处 收 钊 于 (9) 十 印 (0 二 了 P(e*)， 


[和 (十 各 (2) 十 … 十 名 (的 ]， 


慌 甸 -ZJ <[ 写 各 -mm 呆 +[ 避 im-z 了 可 >D， 

所 以 我 们 只 要 建立 总 | 刀 一 tml* 二 o(n)， >1 的 话 , 此 关系 含 在 

(mtr Ca 
中 ,事实 上 ,由 加 破 变 换 ， 
DD 

mt ontt) + nt) ol nt DD" 
| 二 0 (n). 
但 是 前 式 又 合 在 
tTD rb —p) +]. 
中 ,事实 上 ,起 1-p 一 六 , 当 v<n 时 ,注意 到 
IY 1\n 
人- 动 > 有 > 


我 们 就 导出 袜 (十 Dj mw 一 二 =o(oat)。 另 一 方面 , 设 9 二 =0， 
从 
CE yn Sr (0,—id,), 


我 们 见 到 为 +D) (人 一 mo GD)GL -人 假定 大 是 一 个 悦 数 ， 
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1 
cron 上 


因此 ,我 们 的 且 的 是 在 适当 的 情 丸 下 , 讨 盟 
| "(pew) et (1~—p)12*], 


I— pe™ 
这 里 二 E+ 证 =1 导 S(p, 由 = 


出 


P=- 记 | 惫 OSC, t-0) a 


2 
Tp mw 


-Tr Ufl;p, 0), 


(fF|; p 急 表示 | 7 | 的 普 阿 松 积 分 .全 44p 归 一 1 一 2p cog 风 +p’， 
1 一 p 一 6, 我 们 只 要 郊 明 


Ttp) = 上 HU; p, WD ay 时 (i-w), 


< lf !Pp, tO) 


™ 4, Y) 
改写 了 (p) 为 
让 

”4 (p,) 

-人 Ce DI ay lf lf Plo, yor 
47 (p, |) 

-于 | wa CT -if WPlp, yw) gy 

3 A 
-| 上 va | [| ay | du 
= J1(p) +Is(p) 。 


由 于 4(p, 从 >maz[ (一 p)”, 训 六 | 一 p> 多 的 证 ,所 以 
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Wo 后 | _ DP (p, 网 一 四 ap}” 


Li(p) <(-p "| 


His1—p 


0p ,OD Py} 


iutel—p 
一 (一 0 下 人 GOD pW mo, 

在 以 上 的 计算 基础 上 上, 我 们 将 蝴 题 作 如 下 的 简化 : 我 们 不 妨 假 设 
>0.， 于 [0, 2r] 中 取 完 全 点 集 如 ,使 在 召 上 访 一 也 在 10, 2x] 中 其 
他 各 点 fi 一 0, fi 是 一 有 界 丙 数 ,并 且 | 百 | 其 近 于 2zr. 我 伯 已 者 明白 ， 
f 的 般 数 关于 任 一 正 指数 可 以 强 性 求 和 ,因此 ,只 要 证 明了 一 刻 的 毅 数 
王 可 以 这 样 强 性 求 和 ,我 从 就 站 得 SE 有 j 十 好 [用 能 以 任 一 正 指数 强 性 
求 和 了 .由 是 ， 问 题 简化 到 这 样 的 了: > 0; 了 在 完全 点 集 马上 ,其 什 
是 0; 只 要 证 明 仿 [ 户 十 泡 [ 肛 在 吾 上 刀 乎 处 处 关于 任 一 正 指数 可 以 强 
性 求 和 好 了 .出 于 吾 的 测度 可 以 其 近 于 2w, 所 以 我 们 达到 上 述 的 往 
化 情 素 . 

政 卫 (9) 是 了 (6) 在 [0, 引 上 的 不 定 积分 , 乙 也 (9) 一 [FP(9+ 有 
一 (6)1h7+, 则 在 召 上 五 (9) 一 0(1) (hr>0)， 当 | 如 <w 时 ,配送 合 

gE 吾 ，| 了 (人 | 和 > (是 一 正 整数 ) 
的 一 切 9 所 成 之 点 集 为 五 ， 那 末尾 何 召 , 都 是 天 的 , 共 且 
IB (B+ Bt.)|=0. 

我 们 只 要 对 于 任意 男 定 的 ", 证 明 信 [ 放 十 滩 { 有 1 在 如, 上 关于 候 指 数 
《可 以 任意 大 ) ,几乎 到 外 可 以 强 性 求 和 就 好 了 . 

在 这 样 箭 化 的 基础 上 , 我 们 回 到 Ti(p) 的 估计 , 现在 已 婚假 规 著 
了 之 0, 我 们 见 到 


Uf; ps) =E | —P(wtt P'(p?, tm, 


9 假如 p71D) <0， 那 本 当 9>0，h>>0 并 且 | Na) dv=1 时 ， 


sts fot) ner) an<p fs 92) Mo oo}. 


这 是 颜 善 (Jenson) 不 等 式 , 尹 考 车 者 * 洋 画 数 答 ? 第 大 章 , 这 里 9 人 一 如 -lt 所 一 1<1 
b 是 大 于 2 的 偶数 ) 。 
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固定 至 , 中 一 点 9, 不 妨 候 届 9= 0, 从 而 ;Ph) sz 加 |， 
UTCF; pa 四 < 工人 (wl + li) |P’' a-— (wl +i) P'adt 


<2 {wiP(e, 0 + Pal<e (Ts [| 十 这 ) 


< 人 
因此 ， 
LO fda (Lp) rr-t0(1 ~p), 
所 以 在 盏 ,上 ,几乎 处 处 成 立 着 五 (p) 一 o((1 一 站 于 加 。 
积分 Ts(p) 可 以 分 成 如 下 的 两 个 部 分 来 处 理 : 
一 A ee 
=J2+ I, 
要 进行 Ta(p) 的 估计 ,首先 证 明 ， 
(fv; 这 wD) au| < 4o101， 
我 们 不 妨 假设 万 (9) 是 具有 周期 2 的 面 数 ， 上 式 左 端 的 积分 等 于 
UF, pO) -UCP;p, 0 =3 | PO {Plp, 1-0)—P(p, Ddt. 
因此 ,所 考 岩 的 不 等 式 是 下 面 的 不 等 式 : 
E[ illPle, tO ~P(p lat<Alol 


的 一 个 精 果 ， 我 们 不 妨 假 起 0<b< 到 w， 将 上 面 的 积分 写成 四 个 部 分 


加 + 人 + | 
在 [一 ms， 一 zx 十 所 上 的 积分 ， 人 00). 
在 [一 9, 人 上 的 积分 小 于 
9 人 {Plp,t)+P(p, t—0)} di—2x0, 


在 [9, w] 上 的 积分 等 于 
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[Gr Plp, dat [tplp, Ddt 
i 本 3z 
<9 Plp, i) d+29 | Plp, ) dt< Meg. 


同样 可 诈 [一 “二 0， 一 外 的 积分 也 小 于 3 喧 9， 四 个 积分 的 和 是 0(9) 。 
我 们 建立 了 有 关 IF; p, 忆 在 [0, 的 上 积分 的 不 等 式 . 
当 由 < 二 | 叶 时， P(p, 冰 一 只 <P(p, 王国 因此, 瑟 不 大 于 


ff Pp, Ds], Tp WD sp, Woy. 


1—n<H<m 


里 面 的 积分 不 大 于 
UR 二 aooa 


2 2 一 和 
SS dn Mey 上 
<Adlvlul) il —p) TY. 
因此 ， 
< 内 | fwdu. 


我 们 利用 五 (9) =o(l1) 而 知 上 面 的 积分 等 于 
EA Re + (8—%') bs wT, (0) du 
| =0L(1—p)™ 9], 
由 是 ， 了 到 一 5[ 红 一 站 二 村， 
节 后 ,我 们 应 用 处 理 五 的 方法 来 对 付 I2: Iz 不 大 于 


加 4 人 o， i) |r (f; p, VPlp, py—way 


<| 不信 DY( ps, Ww) du. 


吏 二 也 的 距离 是 zt) , 那 未 (7; pe 号 <r 全 十 侍 和 }， 由 是 ， 
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ne lu |- (a) du 


1—px lil < 


+( 1 p | lslew A (Wa 
a 


总 精 起 来 ,我 们 得 到 
f Kl fx Lf (2 
TO) <o| -sr d+ (1) | 7 和 


我 们 为 了 简便 起 网 ,假设 9=0 是 至 中 的 一 点 . 本来， 我们 应 茂 考 虑 
一 般 的 积分 


[Fe aw. 


ee fut 0 
a A 

由 于 x(W) 当 wwEB， 人 0， 

70)=| .yo 2 的 du; 

1.7o0w-| Oe {i be 
当 4 是 如, 的 余 补 区 问 (a， B) 中 的 一 点 时 ， 
加 eolraoe2 ga 一 I 9. 

因此 ， 


J TNS | Cw) 2 MX 1) EXC) 1 dw 


-roe. 
由 是 可 知 (9) 在 瑟 , 上 是 几乎 到 处 有 限 的 . 我 们 不 妨 假 设 了 (0) 是 有 
限 的 .从 而 工 (p) 一 CC 一 站 二) 。 
我 们 还 要 改进 这 个 0 精 果 为 o[(1 一 p)'*]。 写 着 
T=If,p. 
对 于 任 一 正 数 8, 取 正 数 9 足够 小 , 作 和 如 下 的 及 和 fs: 
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户 内 = (tn), fd) 0 (Co 二 | 引 二 四; 
fs= = fi. 
从 不 等 式 I( 玉 , p) <o((1~ D+ iE) 2 ) 
我 们 见 到 : TC 有 fi, p) <e[ (1 一 p) :中 是 可 以 做 到 的 . 
对 于 (fs, p), 我 们 写 荐 


了 ya p) -全 2 -| +) 
p 


=- dy +O() | DU*(fs; p 内 而 


~—? dz (p 


kr—1 1 (0) 
| fa on, 


=oLd—pr]+Olmax UD) [0s; p, ) oy 
=0[(1—p)*™]. . 
总 而 时 之 : IT(f; p) 一 o[ 志 一 p) 2 ， 定 理 疾 明和 洗 毕 . 
定理 SS 和 假如 ED 那 末 仿 [ 放 具有 如 下 的 几乎 收 伍 情 况 : 对 于 
用 乎 一 切 ， 存在 fm} 和 {mw}， Sm(0) 收 短 于 0) ,而 瑟 二 <oo 


{mez} + {np} = {n} a 2. ~, 
这 个 定理 ,可 以 拓 广 到 一 般 的 直 交 图 数 般 数 . 
定理 各 设 {pn(n)} 是 区 间 [0, 刁 上 的 一 多 就范 的 直 交 画 数 . 当 
<oo 时 , 假如 般 数 三 c.gpn(w) 在 (0, 1) 上 松 可 用 算术 和 平均 法 求 和 ， 
那 末 对 于 几乎 一 切 z，{?}s-1.2,… 可 以 分 解 为 两 个 自然 数列 {mms} 种 


{m}, < 而 名 cap(e) 概 收 钱 ” 
【证 明 】 用 常用 的 记号 , 写 着 (5, 一 —0n (n+1)= orp,le), 从 


人 (80) 00 ti Ty > 0 


a i 


得 到 
本 |, i 妃 (ve, 训 (n+l) < > c2<o0, 


这 是 齐 划 蒙特 的 定理 , 昂 罗 需 尼 亚 的 “数学 ”(Mathematicae) 8 (1934)， 


198 第 三 音 ” 富 理 志 极 数 的 强 性 求 和 以 及 概 收 级 
由 是 可 知 [0, 1 ee 1 为 | ==1, 在 至上, 赵 数 
六 一 Seo 一 oo 


及 二 人 AT 
收 化， 我 们 不 妨 假 发 在 召 上 ,存在 着 lim cv(z). 
设 TE, 80， 又 识 不 等 式 10,(2) 一 58n(w) | 之 & 当 
N=m Ma MIL MI) 


时 成 立 ， 那 未 


有 二 < 总 下， 
设 si>8a 盖 …， 改 适 合 
et> | cn(2) — Sn (2) | ett 
的 一 切 % 为 ma, mus, …， 由 上 述 , 般 数 习 二 -都 是 收 货 的 。 我 们 不 
妨 假 役 里 一 <2-'， 这 是 除去 有 限 个 项 可 以 做 到 的 ,因此 , 轨 肝 ri 
< 卫 27'<1; 余下 的 一 切 自然 数 {mw} 一 名} 一 {rut)} 的 密 广 是 1, 并 且 


lim Sn,(%) —Hm ow (8), 


[Si 82) — on 2) < 00, 


证 明 完 些 . 
人. 高 理 埃 籽 数 及 其 共 序 航 数 的 概 收 敏 


&[f] 和 可 [ 访 的 概 收 伍 是 互相 随 伴 壮 的 ,尽管 后 者 可 能 不 是 一 个 
富 理 埃 般 数 . 

定理 1 假如 人 [六 在 点 集 至上 收 敏 , 那 末 [让 在 加 上 概 收 钱 . 

我 们 将 通过 “稳定 收 化 ”的 概念 ,来 产 明 定理 1， 设 卫 如 (e) 是 一 夯 
数 级 数 ，S。(z) 一 to(4) 十 … 十 W(t)、 假 如 在 一 定点 xzo, 有 常数 8, 对 
于 任 一 正 数 。， 有 常数 mo, 当 nm bh 一 0 (二 ) 时 ,成 立 着 

Sn (woth) —S|<e, 
闭 未 我 全 说 般 数 Zu (z) 在 4 二 zo, 稳定 地 收 做 于 S， 
”定理 吃 ”余弦 毅 数 了 au cos nz 在 x 一 0 稳定 收 倒 于 8 的 充 要 条 件 

是 马 cu 收 钱 于 访 ， 正弦 级 数 卫 5, sin nw 在 2 一 0 稳定 收敛 于 0 的 充 槛 
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条 件 是 
2 十 253 十 … 十 mn 一 0(o)， 


[用 明 】 写 着 (1) =ot， 8 人 一 aX(mt)， 屠 末 
San) = 18, (0) dh 人 ya) 9,0) hnen) . 


当 mon 一 OA) 时 , {4 和 Cvas)} 成 一 正则 的 共性 变换 , 所 以 5S,《0) 一 58 的 
语 ，S,(an) 一 HS， 医 数 之 av 收 艇 村 入 对 于 了 aocosntd 在 % 一 0 稳定 路 
鳃 于 访 显然 是 必要 的 . 


其 次 ,总 89) 一季 所 ,8,(@) 一 识 b, sin vos, 那 末 


tT 


SB, (0 ) 0 vO,S (vn) 


2 3 (ta A Y 
十 an (C01 十 "十 m0n) 晤 (ovatn), 
习 六 十 2 于 … 十 2 一 2，s 一 0， 则 因 4S (vos) =0 (I), 

lm | < lenl { les: dS Co)| + Ianl -lS (no) |}=00). 

最 后 翘 明 条 件 8, 一 0(1) 的 必要 性 ， 写 着 o (2) ==[S (2)] ,en 一 庆 ， 
我 们 见 到 “ 

5 二 袜 b, Sin po FT (Van) 一 Sg, (an) do (von) + 站 (oo © (nots) 。 

我 们 还 应 该 注意 ,我 们 了 不妨 假设 

0<é no 人 To—d, 
由 于 4o (vo) 一 0 (ow) , 所 以 从 上 式 得 到 8 一 0(1)， 定 理 证 毕 . 

系 置 4(9) 一 oo0sng 十 加 Snnp; B= —a sinng bn oon nb. 
三 角 般 数 写 41,(9) 在 点 有 一 加 稳定 地 收 仇 于 8 是 必须 而 且 只 须 下 迟 本 
事 : (i) 了 44(00) 收 钙 于 SS，(ii) Bi (00) 二 2B (60) 十 … 十 mB, 《90) 
=0(n)., 


桶 号 系 1 中 的 (ii) 可 用 下 列 条 件 (ii) 来 代替 (过 ) 存在 如 下 
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的 {oa} 0 一 8 和 no 二 严 一 9， 当 nn 之 ->o0 时 ，S,( 十 an) 一 3. 

【 评 嚼 】 我 们 只 要 外 明 (1) 和 《证 ) 的 充分 性 就 好 了 .我 们 不 妨 假 
怕 名 =~0. 由 人 和 定理 3 的 前 牢 , 己 4 tc) 的 “余弦 部 分 在 z 一 0 稳定 
收 伍 于 S， 由 (iii) 和 定理 2 的 后 件 ， 

bi 2bst nb, =0(n). 

从 而 5,sinnw 在 人 =0 稳定 地 收 仇 .因此 , 44(w) 在 2 一 0 稳定 地 
收 贷 于 8S， 证 明 完 毕 . 

在 图 周 角 上 求 和 设 5,(z) (wn 一 1, 2, …) 是 在 图 |z| < 工 内 定义 着 
的 ,| 加 | 二 4, 名 是 以 加 做 大 点 的 任意 的 一 个 图 周 角 一 一 章 位 图 1z| 之 1 
的 。 当 : 在 名 中 趋 近 于 % 时 ,假如 

Sn (2)—>8 (2) ， lm Sle)=5, 


那 末 我 们 说 : {5S.(z)} 于 一 和 可 以 在 图 周 角 中 求 和 。 

假如 8,(z) 一 习 {9,(z0) 一 Sw-1 (20)}w 03- 一 0)， 那 末 当 lim (zo) 
=S 时 , {S,(z)} 于 zw 可 以 在 图 周 角 中 求 和 . 

事实 上 , 设 和 E 知 ,zzo, 则 对 于 {S(zo)] ,我们 网 到 如 下 的 线性 
变换 ; 

(1~—s) D8)s =S(,) ， 

这 里 |1 一 | 王 |%1" 一 [1 一 加 | 和 一 [1} 小 于 一 个 常数 、 因 此 得 到 
上 述 粘 果 . 

但 是 , 这 里 的 SB 人) 一 总 ww(eo)z* 是 = 的 一 般 数 ; 假如 8(o) 不 是 
z 的 一 般 数 , 那 末 尽管 lm Sn(zo) 一 S, {5,(z)} 未 必 可 以 在 和 上 求 和 ， 
例如 设 和 二 1, 则 当 z 在 包 中 趋 近 于 1 时 ， 


sin no 。 1 1 
3 ’ mle 7} -arg > 


无 一 定 极限 ,尽管 六 于 snm - 


另 一 方面 ,我 们 有 各 下 的 


we 在 0<9<w 上 成 立 . 
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定理 3 假如 富 理 赦 表 数 也, 人 89) 在 09= 记 稳定 地 收 敌 于 SBS, 那 
末 鞠 和 画 数 也 4,(9)7*, 当 2z 一 ?ep 在 (ee 一 加 ) 知 中 趋 近 于 zo 时 , 趋 近 
于 仿 . 


【 放 明 】 不 妨 假 衣 如 一 0， 那 来 名 mt 9， 还 有 总 oz 


on) ， 我 们 要 在 名 一 一 以 1 为 顶点 的 一 个 图 周 角 一 一 中 ， 当 xzo 
时 ,证明 


wr, 0) 一 于 mo+ Dor oosyg-8， 
or ,6) = 衬 5msin v0->0. 


从 于 mn 十 zn 的 上 收 煞 ， 就 知道 于 co 二 局 our i ,， 当 2 和 0 2 一 >zo 对， 
收敛 于 3， 从 而 它 的 实 部 wx(r， 9) ->8 (zE2 和 syzo)， 另 一 方面 , 过 
rev—t, 和 | 

vt =[ [vbr oo0sry |ay =| Re {Bvt }ay , 
下 Re{a 一 8) 如 (6125s+ 6) er} 
得 到 一 一 一 Mb8 筷 和 0 的 庄 一 一 
[or, 9 雪上 9 ， rhode (Er)=°. 
州 明 完毕 , 

定理 和 ”假如 富 理 埃 般 数 王 4,(9) 在 具有 正 测度 | 召 | 的 点 集 召 

上 上 收 丝 ; 那 未 在 下 .上 ,了 4 人 9) 几乎 处 处 稳定 地 收敛 . 


【证 明 】 不 妨 假设 三 44,(0) 在 如 上 多 伍 ,我 们 只 要 妓 明 : 宅 在 召 
的 任 一 全 窗 点 和 稳定 收 化 就 够 了 ， 首 先 症 明 对 于 8, 存在 如 下 的 {0x}: 


0<nar> 训 一， GoaEEB (m=1,2,.:), 
事实 上 , 轨 在 (9 十 至 及 9 十 可 二 六) (> 0) 中 的 在 均 密度 , 当 hr>0 


时 , 趋 近 于 1， 由 是 可 知 ,在 瑟 和 可 二 9 之 间 , 必 有 如 下 的 jn: 
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8 土 .如 EB (n>no0) , 


合 才 >0, 则 得 fo 如 上 述 ， 由 是 , 当 % 和 2 者 趋向 于 co 时 ， 
IS,(0Fa)—SOFad)->0, S(O+a) —S (0 —0. 

从 而 S,(8 二 ow)->S (90)， 这 样 ,定理 2 的 条 2 就 能 完成 定理 4 的 证明 ， 

I 定理 1 的 证 明 】 由 定理 4, 我 们 不 妨 假 裔 信 [ 力 一 导 4,(9) 在 吾 
上 稳定 地 收 化 .由 定理 3, 调和 画 数 4(7, 9 一 五 4,(9)r" 在 恕 的 任何 
点 ,具有 胃 周 角 上 的 极限 值 、 此 时 , 共 辐 调和 醒 数 

v (7, 0) = b3 (es sinng — b,cogmnd) r? 

在 五 上 几乎 到 处 在 图 周 角 .上 可 以 求 和 ( 谣 明 见 下 节 定 理 分 ， 由 定理 
2, 在 召 上 几乎 处 处 成 立 着 Bi (8) +2B,(0) 十 … 十 nB,(0) =0(%). 
wlr, 9) 的 可 以 求 和 包含 着 怠 B,(0) 可 用 阿 培 耳 求 和 法 求 和 .因此 ， 狼 
数 于 BB,(9) 在 召 上 几乎 处 处 收 艇 ， 定 理工 误 明 完毕 . 

我 们 可 以 内 画 数 了 的 性 质 来 保 诈 训 [让 的 概 收 伍 . 设 AE ZL(0,2z). 
假如 


+ ~ HO dt= "人 (- 一 由 ) Ch->0) 
log 77 
[8 | 
关于 9 均匀 地 应 立 ,我 们 称 了 满足 沙 勒 姆 (R. Salem) 条件 ， 沙 勒 闪 于 
1954 年 在 荷兰 的 杂志 上 ,发 表 了 如 下 的 
定理 已 ”假如 了 满足 沙 勒 姆 条 件 , 那 末 人 [ 亡 概 收敛 ， 
19 焉 年 , 佐 芯 于 日 本 的 学 士 院 纪事 上 指出 :满足 沙 勤 姆 条 件 的 了 在 
了 的 勒 上 只 格 点 9, 仿 [f; 外 收 侣 ，1962 年 , 何 牙 利 的 驻 软 伊 特 (G. Freud) 
著 得 沙 勒 姆 毅 数 人 f 廊 收敛 的 充 要 条 件 ( 德 国 Math. Zeits. 78), 定理 
如 下 ; 
定理 B，” 改 / 满足 沙 勒 旭 条 件 , 那 未 名 [7; gu] 收 乱 的 充 要 条 件 是 
lm 元 | f(bot td = (bo。 


定理 6 包含 了 定理 5, 而 是 下 述 定 理 的 一 个 结果 : 
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定理 7 讼 了 ELK(0, 2m), 了 (9) 是 了 的 不 定 积 分 ,在 [ze, 1 上 均 
与 地 满足 沙 勤 姆 条 件 
F(O+h) + 1700-270) =o( 和 ) (>0) ， 


1 


那 末 在 [4 十 6, 5 一 81 上 ,均匀 地 成 立 着 
lm 传 | Ora Sf; 0)}=0 SS 
这 里 S,{f; 外 是 饭 [ 及 的 都 分 和 . | 
引 理 1 识 0 圭 hE€ [a,6],2(g, [a,6],6)—suplg(6+h)+g(0—%) 
一 2g(6)|, 当 gC 俱 +2x) 一 g (9) 时 , 稍 写 | 
Q*(g; 6) =0{g, (—00, 00), 0). I 
设 [4, 8] 忆 [0, 2x], g(6) EL(0, 2z), g(0)E0Ofa, 如， 那 末 对 于 足 
够 小 的 正 数 9$, 存在 如 下 的 [ ,名 ] 和 的 (9): 
ta+d, bcré, élcte, b1, 
9 (0) ~9(0) (GESE), gl0) EO" {Es, i271, 
Otga; 8) ERO) [Qly, A) ++]}, 
【 施 明 】 画 数 9(9) 一 9(0) 一 mz, mi fg(44+6) 一 g(a)]/8 在 区 
得 [a, <+6] 上 是 可 精 的 ,在 区 辐 的 两 端 其 值 相 等 : 
Gla) = (646). 
从 而 在 (e, a+) 中 ,存在 如 下 的 点 各: 
[GE1+D GEG — E10. 
人 因此 ,下 列 两 式 必 有 一 式 戌 立 : . 
OG GE) EG TR) — GE)I + [G6 — G6), 
0>G(6 + -OE) PIG 6+ GE)I+IGE -GE)1, 
从 而 
[gE th ge) ~ mal <d (lg, [se, 8), 2), 
({é1, E+h] Ca, ot61). 
同样 可 得 ， 
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|g (és+h) 一 9 人 ) 一 2 天 | SQ(g, h), 
~ ([é,, E+ RCED—5, 5]), 
这 里 ma 二 [9(5) 一 g (5 一 8)] /3. 
现在 定义 g4(9) 使 它 满 足 9 (1) 一 mr 9 (62) 一 mma, 那 末 当 5 所 9 
去 各 十 2z 时 , 克 立 着 
ga(O0+h) +gal0—h) —29(0) =0 (0), 
当 右 <0<& 时 ,左边 等 于 0(Q(g, 月 ). 在 名 的 附近 ， 
[go (E14+h) + gt1—h) —2gs(E) | 
lg(é1+h) -gD —mh| + ig (Eh) ~g(€) + hm 
<20(g; h). 
类 似 的 关系 ,在 6 的 附近 也 成 立 . 总 精 起 来 ， 
上 (go h) SK(Q(g, h) +h’). 
引 理 1 证 上 毕 . 
【定理 7 的 证 明 】 对 于 了 9), 由 引 理 1, 存在 着 如 下 的 F,(6): 
Fi(0)=F(0) (og+B<0<b—6), 
PF,(0+h) + Fi(0~h) —2F,(0) =0 (rr) 
log [和 
在 【一 ce, ce) 上 均匀 地 成 立 ， 因 此 F1(9) 是 一 全 连 米 画 数 ,Fi1(9) 
EL(0, 2x). 由 于 了 (6) 一 了 (90) (十 3 过 0<8 一 六 ， 所 以 
lim S,(f ~—F1; 0) -0 (ec 二 8<0s0 一 9) 


均 甸 地 成 立 ， 因 此 ,我 们 只 要 证明 
lm 导 几 OD 8, (ps; 0)}=0 
在 4+5<0<8 一 6 上 均 勾 地 成 立 好 了 ， 从 所 设 的 条 件 ,存在 
Yus(O) 一 为 (oncosng 十 Bueosng)， 
适合 Fi(9) 一 全,(0) -=-o (1/nlogn) (一 oo<9<oo)， 因 此 ， 
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P(0) 一 8 (有 ;0) =F1(0) ~ T,(0) +T,(0) — Sli: 0) 
=—Fi(0) —T,(0) +S,(T,— EF; 0) 
en 
利用 下 面 的 引 理 2, 我 们 得 到 
CO 人 (3 |<m( 4) ol), 


或 是 


ul 半天 下 us 0)| 0D). 
Se 
引 妊 2 发 在 区 癌 4<0<b 上 , 阶 不 高 于 % 的 三 角 多 项 式 入 (9) 
适合 
(0) #0) | Ser, esd 0. 

又 设 Q(f; 3) 是 f(0+ 有 十 f(9 一 及 一 2f(0) 当 

[z—h, z+ CLEa, 5], [hl<8 
时 的 最 大 绝对 值 , 那 未 对 于 9€ [4 二 8, 5 一 条 以 及 

O<p< jainel, 

成 立 着 不 等 式 

LEHE THD (9) |<0(p, 8)nfe+0(f; 4)]. 


【证 明 】 简写 Q(F; 6) 为 0()， 当 >1 时 , 我 们 证 明 (E83) 
< 外 ?9(8)， 事实 上 ,从 恒等式 
f0+2h) + F060— 2h) — 2f 00) 
=[f (0+2h) +f(0) —2f (6+)] 二 [78) FFO0—2) ~—2f (0—h)] 
+2[f (0+A) + fF(0—h) —2f(0)] 
得 到 Q(28) <40(8) , 利用 数学 归 秽 法 得 到 0(2"8) <2"mQ(8) ,假如 
2n <t<2m+， 那 末 
(ED) 六 人 (2m118) Sd. Pm (6) <4E:Q(8). 


固定 0, 的 机 数 z(0, 及 一 (0 十 用 十 刀 (0 一 避 一 时,(0)} 4 sin? 色 
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是 -个 阶 不 高 于 的 三 角 多 项 式 ， 内 所 改 的 不 等 式 ,得 到 
[m0, DI<Isen+ O00 / si 二， 


这 里 [9 一 h， 6 十 各 cfa, 如， 当 14| < 于 时 , 9( jh) <9 (1); 
假如 9 > 二 那 末 2(| 和 |) 二 Onih|n7) <4(nh):Q(n-!)， 总 之 ， 
OB)) SQ) +4 (nk):Q (ns), 
因此 . 
一 1 C1 h 2 一 
[m0, DD | [Ae + (0 )] /sin +4(mn) Qn). 
谣 5.(9, 胞 | 当 |4| <8 时 , 取 最 大 值 了 L 一 [vw(9, ho) 1, 闭 末 在 区 问 
Il << 寺 3 上 上 ,有 常数 G08) 适合 于 


| dx 


"| <nG C8). 


1 1 / 
假如 AE | 加 一 geri6yn， 加 + gt87%]; 那 末 此 区 间 中 有 有情 适合 于 


0 及 = ho) + (Bh) [2 ] 
末 项 的 邦 对 值 小 于 
To 2G (6) M—5M. 
因此 , 当 hE | ho 一 gg bot 了 5 人 | 时 ， 
1， 及 [> 下 一 去 下 = 豆 对 ， 


1 | > 
但 是 ,在 长 为 Gn 的 区 间 中 ， | 人 2， Rk) | 必 取 到 小 于 


Co Te ] 
的 值 ( 见 上 面 关于 | (9, 如 | 的 估计 ) ， 因 此 得 到 


于 MM <C(5Jnafe, 二 Do-]， 


于 不 等 式 14(0, 则 | 入 20400mw [es ,全 和 >0, 即 得 


了 
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(1(0) | <20 (6) [ert Qn-)]. 
利用 此 辕 果 ,就 可 以 完成 引 理 2 的 证 明 . 
由 假设 [了 (9) 一 4 (9)]/es 和 [f (9 二 如 一 古 (9 二 隐 ]/ss 都 是 把 对 
值 小 于 1 的 数 , 记 宅 们 做 8; 和 5。， 因 此 | 
TTh) fH (0) hatOR) + (3 十 5)， 


这 里 | 人 | <<1， 从 如 (2) 的 估计 ,得 到 引 理 的 竺 果 . 

一 般 的 直 交 画 数 邦 数 瑟 0.pn (tw) (ga 所 wm 所 当 台 0? iogan 收敛 时 ,要 
收藏 . 就 三 角 靓 数 来 改 ， 概 收 仇 因子 log?r 还 可 以 减 小 、 恒 加 斯 醒 
永明 了 如 下 的 

定理 忌 假如 立 (o?+2)lognm 收 襄 , 屠 末 三 角 和 级 数 

可 oo 二 > (qc0gng + b, sinne) 

概 收敛 . Ss 
. 【证 明 】 我 们 不 妨 假 设 4 一 1 一 81 一 0， 记 此 三 角 报 数 的 部 分 和 
为 80, 31, 8s3，'…， 写 着 : | 

Dnn—=INaX (Sm Sn, Smt1i™ Sm, "**, Sa™ Sm) 

pma— MINn (Bn 一 8 ， SpAd Snr ""*, 8 — Bm) 和 
环 坟 (0 司 二 0) 世 三 (esoospz 十 加 oogaz) 沁 0。 关 于 这 个 
2{t2)， 我 倘 诗 算 积分 


7- 人 人 [性 宫 半 和 => a ds| ”oy 
Sh Ue ep 1 
| le me 


3r [ax map cog h(t— —0) @ 
-中 1 2 log% a 


#) ”定理 8 同时 叉 被 招 尔 葛 哥 洛 夫 (RKoxxmorop0s) 和 澳 里 厅 尔 斯 托 夫 (CerHeepcerop) 所 
发 网, 这 是 第 二 章 5 8 的 最 后 的 定理 ， 


2G8 第 三 埋 ” 宫 理 埃 机 致 的 正 性 永和 以 玉 概 收 艇 


我 们 见 到 
2 {ar 
Me 


配 D,(w) 和 区.(4) 分 别 做 犹 里 克 芋 和 更 陡 的 核 , 坡 过 两 次 阿 培 耳 
变换 ,我 们 竞 到 


3% | Cy cog km Re ee 2 
人 | 家 启 逢 | 和 < 号 w+D4 证 了 | ECc) mu 


ad Ti 网 Eso det Tia | |D, (sg) | de 
<O (og nm log n) =0(1)., 
由 是 y 小 于 一 个 郁 对 常数 4， 号 着 
F, (2) 一 p> (gy cos vo + b, sin vw) /iog >， 
那 来 


ee- 让 人 0 轩 守 维 尖 


-fo 做 昌 汪 和 六 可 < 
应 用 许 瑟 花 不 等 式 ， 
r< 二 | “mal [人 co Pw) a dz] ds 


5 问 
=- 三 六 (qt + bt)log bh.J< 友 之 (a%+ be)log 天。 
由 是 ,得 到 不 等 式 z 3 
0< | esaazs 磋 V D(a) logh. 
这 个 结果 ,特别 当 go 二 4 一 三 一 … 一 0m 一 bm 一 0 时 成 立 ， 由 是 
o<| Gm lejdr SKN, +) logh. 
同样 可 证 
o> pmlo)dr> -EY , SD, (tb) logh, © 


m+1l 
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当 n>o0 有 时， Bmn(2) 单 革 地 趋向 于 一 个 画 数 $m(2); 对 于 8 有 ?ax 适 


合 


| Smo) az<2 

3 

0 

SD Bn (T) 
几乎 处 处 收敛 ， 对 于 0, 存在 mx， 

OsB, (m0) <e (woEBI, BS[0, 25]), 
从 而 当 ?ax 时 ,0 所 wn (0) 之 a。 同 样 可 得 
0 gna (Vo) >—8 (n>mr, To EE, BC [0, 2x]), 
假如 zo€ EE,, 那 未 
[SC2) — Sn (2) |<e (n>me). 

.由 于 1:| 一 2 ,| 召 ,| 一 2x ,| 召 1 如 ;| 二 2%， 所 以 极限 
Him) 


关于 名 相 加 ,得 收 做 航 数 号 |” Ba(o) ds， 由 富 玛 尼 定 理 , 般 数 


几乎 处 处 存在 z 
4. 利用 一 级 数 的 性 质 来 研究 三 角 私 数 


设 了 (x) 在 |z|<1l 上 是 正则 的 解析 画 数 , 裔 了 了 (96) 是 以 所 做 机 
点 的 一 个 圈 周 角 区 域 , 简称 它 做 圆周 角 . f(z) 在 工 (oo) 上 的 一 切 画 数 
值 成 一 复数 的 集 湖人 (9o) )， 

定理 1 设 w(%) 是 |z|<1 上 的 调和 而 数 , 召 是 |z| 一 1 上 的 一 个 
正 测度 的 点 集 . 假如 在 百 的 任 一 点 Bo, f(T(00)) 是 有 界 , 那 示 在 耳 
上 ,wu(2; 几乎 处 处 具有 图 周 角 极限 值 . 

【证 明 】 我 们 假设 五 是 湖 的 ， 人 (oo) 关于 通过 b 的 年 径 是 对 称 
的 , 持 肌 不 妨 设 一 切 T(。) 都 可 以 相 重 而 符合 . 从 了 (bo) 除去 力 
|s| <1- 寺 (0<5<]) 的 内 部 , 得 一 区 域 r(bo) .如 


v= 总 7(0)， 


9 是 一 个 开 集 , 设 在 2 上, |w(2) | 大工 
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单位 图 周 上 的 点 ”能 使 (1 一 二 ) sp 属于 "的 9 的 全 体 , 成 一 开 
集 如 ,， 当 足够 大 时 ， 吾 , 含有 妃 ， 我 们 定义 两 个 普 阿 松 积 分 gu 人 ) 
. 和 W(x); 宅 们 分 别 是 从 柄 数 


1\,ie 
0 (Co) oem 
0 * (EH,), 
0 (0€EE,), 
上 8) 一 a 
各 人) 人 (GER,) 
所 作成 的 . 因此 ,在 1z|<1 上 ,成立 着 
“(1—T):]|=9n (7) + be). 
出 于 1p,] <1 (n=2, 8, …) ， 一 切 丙 数 or 在 加 js， 委 { 一 上 <1T 上 是 等 
度 连 积 的 (pw(z) 的 一 般 数 展开 中 的 系数 都 <1， 和 -58 在 lz| 
<Tl 一 上 都 是 均匀 有 界 ) ， 从 而 ,有 子 配 数 列 pss(2) (K 一 十， 2， …) 在 图 
lz| 和 1 一 s 上 多 仇 于 -个 画 数 9 (x), 9 (2) 在 |z| 一 1 上 是 调和 的 . 从 而 
由 (人 -> 他 ) ,中 (2) 在 i 过 1 上 是 调和 的 . 
wz) 一 (2) 十 出 (2). 
庆 数 本 lz] = 一 1 上 几乎 处 处 具 圈 周 角 极限 值 g (0)， 事 实 上 , [gp] 


的 费 那 平均 值 5.09)->p (0)，, 上 比方 膏 : ow.《0) 一 gp (0), 那 未 当 z ET 了 (0)， 
zn—>1 时 ， (1~—zl/l— llSK, | 


gm) 一 (1 一 和 ?加 (v 十 gv(0)0， 


lg 人 —9(0) <I) C+D fo, (0) —p(0)1al 
sx DB (vt+1)|1~—%|?: |z|, 
这 里 sy 一 max [ov(0) 一 pg(0) | 二 0(1), 因此 ， 


. __ 19 
lim sup 1g (2) 一 0 (0) | 委 sy Hm sap Tel en EK’ 
LT - | 


=0(1) (N=>%), 


DT 
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所 以 ,gp(z) 在 1z| 一 1 二 几乎 处 处 具有 图 周 角 极限 值 . 

我 们 还 要 证 明 由 (2) 也 具有 上 述 gp (z) 的 性 质 ， 假 如 我 们 能 作成 如 
下 的 画 数 yx(z) ,在 v 上 ,| 人 is 和) ， 在 点 集 {03} (9EB) 上 , x(2) 几 
乎 处 处 具有 图 周 角 极限 值 0, 那 末 定理 的 诞 明 可 以 完毕 ， 事 实 上 , 届 go 
是 如 的 一 个 密度 点 , x (x) 在 点 em 具有 圆周 角 极 限 值 , 了 (9o) 是 一 个 国 
定 的 贺 周 角 , 则 有 7(6) 含有 TP(6o) 中 9 附近 的 一 切 点 ， 从 而 不 
等 式 | 区 (z) | 二 x(2) 在 人 了 (96) 中 上 附近 成 立 ， 由 于 


lim x(2) 一 0， 
gE T°) 


所 以 由 (z) 在 ew 的 图 局 角 极 限 值 等 于 0. 
现在 作成 一 个 具有 上 述 性 质 的 x(z)， 论 hs(0) 是 吾 上 的 特征 钱 
数 一 一 当 9€E 斩 时 , fs(0) 一 1; 0 博时 , hp( 提 一 0, 车 


1 {3 (rr) (1l— ks(£)) et 
知人 一 去 Tn te), 


这 个 x(2) 在 上 | =1 上 几乎 处 处 具有 图 周 角 极限 值 ;在 忆 上 , 它 的 极 
限 值 是 0. 在 |z|<I1 上 , x1(z)>>0， 在 % 的 吏 界 2~v 上， 从 风 (2) 的 
定义 ,知道 | ,tz) | 入 2， 在 点 祭 
| (VD 一 必 ) 一 吾 
虐 ,， Xi(%) 之 0, 从 和 而 有 正常 数 于 使 股 X4(3) 土 (2) 之 0 成 立 ， 当 % 中 
的 > 趋 近 于 如 的 一 点 时 ,我 们 见 到 
Lim inf {Mx1(2) + (2)} 一 lim Mx1(2) >0, 


由 诅 和 画 数 的 极 值 原理 ， 有 了 Hxi(2) 土 灿 (z) 之 0 在 2 中 成 立 ， 因此， ba 


到 jyi 在 ?上 成 立 , 合 %->co，, 就 得 到 
{yw (2) [< Mx(z) (¢EV). 
取 %X( 二 村 xi(z) ,XY (2) 满足 前 述 条 件 而 定理 工 证 毕 . 

系 识 f 了 (2) 在 1z' 之 1 上 是 一 个 正 划 的 解析 丽 数 , 如 是 |z|=1 的 
一 个 点 集 , 当 9E 召 时, f(T(0)) 是 有 肾 ， Ve 上, 7 (2 几乎 处 处 
上 其 有 面 周 角 极 骨 值 . 

定理 人 在 1zi<I .上 的 正则 丙 数 (x), 假如 它 在 |z|=1 的 一 个 
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正 测度 的 点 集 五 上 具有 图 周 角 极限 值 0, 那 未 f(z) ==0. 
【证 明 】 从 z==1 作 贺 |z| 之 8<1 的 两 根 切 炎 , 这 两 切线 辕 合 两 切 
点 间 的 连 嫉 , 成 二 等 边 三 角形 41, 两 切 嫉 糙 合 落 在 41 外 部 的 |z| 一 8 
的 图 红 闭 成 一 个 灯 炮 形 区 域 Q(0) , 将 2(0) 关 于 z 一 0 回炉 9 的 角 , 得 
0Q(0), 当 9EB 时 , f(Q(0)) 是 有 界 的 、 蔷 
U=3 .000), 


我 们 不 妨 假 设 至 是 于 的 , 并且 不 妨 假 裔 (TU) 是 有 界 . 设 z=z() 闪 

” 形 映照 2 上 的 品 于 |+| <1, 则 画 数 了 (2(6)) 在 |L!<1 上 是 有 界 , 在 
|Z1 一 1 上 , 几乎 处 处 具有 图 周 角 极 限 值 0， 因 此 f(z()) 的 实 部 和 鹿 
部 的 兽 阿 松 积 分 都 是 0, 从 而 了 人) ) ==0, (三 0， 诈 明 完 专 . 

假如 点 集 了 (TT(00)) 没有 在 全 平面 上 他 钼 称 密 ,就 是 说 : 至 少 有 一 
个 圆 和 ,到 与 f(T(9o)) 无 共通 点 , 那 未 我 们 说 ,f(z) 在 bo 的 布 值 是 
非 全 面 的 . 

定理 BS 谣 互 C[0, 2w], | 召 |>0， 假 如 正则 两 数 f(z) (|z 1 
在 瑟 的 各 点 8 的 布 值 ,都 是 非 全 面 的 , 那 未 f(z) 几乎 处 处 在 吾 的 各 点 
0tes) 具有 图 周 角 极 限 值 . 

【着 明 】 设 6€8, 加 |t-al<p 中 元 了 (7 (6)) 的 值 . 不 妨 假 认 
a 和 p 都 是 有 理 的 一 一 p 是 有 理 数 , a 的 实 部 和 着 部 都 是 有 理 数 . 由 
是 ,固定 a 和 p, 图 一 a| <p 中 不 含有 了 (T(6)) 的 任何 值 的 一 切 0， 
成 吾 的 一 个 于 和 集 百 。。， 这 样 ， 吾 一 之 五 。。. 

裔 9E 吾 。。 则 夯 数 1/ (f(z) 一 a) 在 了 (9) 上 是 有 界 .我 们 不 妨 候 
设 了 (x) 一 a 在 |z| <1 上 无 雳 点 ， 不 然 我 们 将 图 此 一 xc! <p 略 事 移动 ， 
略 事 藉 小 , 1/ (Fo) 一 四 在 下 (8) (0E 吾 。。) 中 仍 为 有 界 ,而 在 12| 和 1 上 
是 正则 的 .由 定理 1, 此 面 数 在 召 。。 上 几乎 处 处 具有 圆周 角 极 限 值 ， 
从 而 7(z) 也 是 如 此 ， 由 是 (dg) 在 百 = 卫 怠 .。 上 几乎 处 处 具有 圆周 角 
极限 值 、 诈 明 完 毕 ， 


定理 4 人 乱 如 调和 画 数 Wr, 分 一 去 mo 二 3 (on co0gn0 + b, a 
在 0<9<2r 中 的 一 个 点 集 耳 Re 角 极 限 值 , 那 末 凌 罩 诅 和 画 数 
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vo(r, 0) = ST (Gnsinng ~—brcosng)r" 


在 五 上 几乎 处 处 具有 图 周 角 极限 值 . 

【 诈 明 】 诅 z 一 re?, 了 (2) 二 wr, 介 十 ow(7, 9)， 由 于 ww(7, 引 在 
召 上 具有 图 周 角 极限 值 ,所 以 了 (T(0)) (9E 如) 的 布 值 都 不 是 全 面 的 ， 
从 而 ft?) 在 吾 . 上 几乎 处 处 具有 图 周 角 极 限 值 ,特别 (7, 分 是 这 样 的 ， 
诞 盟 完毕. 


扎 ， 平 均 速 积 性 与 概 收 知 
设 忆 CI 一 x, T], 琅 与 点 二 的 焉 离 放 做 加 人 ， 我 们 考 碟 丙种 积 


2 


07 四 = 0 本 (>0， 
[2sin 部 (0- -| 


3m lop 1 /gp -1 加 
万 (9， -| 站 (2)} df, 
| sin 去 (0 下 | 


首先 建立 下 面 的 定理 ,作为 准备 . . 
定理 1 发 了)EZ(0, 2m)， 则 在 吾 -上 .72 了, 刀 ) 几 乎 处 处 想 
对 收 化 , 蔗 且 


人 re, 六 可 lag< 和 (本 ”| (0 ae. 


配 如 刀 的 任 一 余 区 间 的 长 小 于 1, 那 未 J1(9, 如 ) 在 召 上 几乎 处 处 想 
对 收 做 ,大 且 


| re, miag<4| If(0)1a9 《4 想 对 常数 ) 
【证 明 】 我 们 不 妨 假 设 了 >0, 当 3 如 时 , yat 鸭 =0. 在 于 的 一 
个 余 区 间 (a, 8) 上 ，xa(b) 内 xz(a) 一 0 逐渐 博大 至 xs (F<), 然后 
逐渐 减 小 至 xs(8) 一 0. 由 是 ， 
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3 了 


| 7,(0, Ff, mw| os@ | pe 
至 0 下 | 2sin 可 (tf—0) 


<($) | OR | gr 
当 #E (a, B)—B i le 
2 in (ta 8 一 b 一半 全 的 
由 是 


{7360, 7, Bao<3 (FE) | fd 


从 而 JV.(9, f, 五 ) 在 召 上 开平 处 处 彻 对 收 全 
假如 入 ==0, 那 末 当 a<t<B6[(a, B) 是 妃 的 一 个 余 区 加 ,8 一 ca< 忆 
时 ， 


jC0, Bag< 呈 | sf [kg 0] Js-01sa0 os, 


。 -< 人 0 log 2 +2 10g 
gs |i—08| 


min(t—a, 8~) 好 


a 
Xglt) 
<4log 一 一 一 
两 展 糙 合 起 来 就 得 到 
人 (8 ， 奋 )d9 一 m4 py F(t) lt, 
证 明 完 毕 ， 定 理 1 是 后 六 基 梭 斯 于 1988 年 发 表 于 波兰 杂志 上 的 . 
定理 立 ” 候 如 名 [月 的 /在 直上 到 处 浦 中 
天 人 te | 二 ) (0), 
i 


1 
xa(t) ° 


那 末 [及 在 媚 上 儿 乎 处 处 收 伍 ， 
【证 盟 】 首先 引入 泪 驯 斯 和 耐 概 收 煞 定理 的 一 个 苦果 :假如 
|f (+ ED + dt EEL, 2), 
D 


那 末 各 [ 刀 概 收 做， 事实 上 ， 
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[0D -FO d0 


=- 好 到 局 (四 + 02) sin’ nt at. 


由 于 
F ginsnf ,, 1{™ sn 
dt = sin (2v+1)tat 
0 世 2 Jo 
_1l1e 多 1{* a sin +, COS(2»+1)t 
-者 访 而 T+ 各 和 


= logn+0(), 


所 以 上 面 的 积分 等 于 2w 六 (中 十 区 ) (log "十 0GD )， 从 而 这 个 孝 数 是 


收 伍 的 ,由 洽 杞 斯 醒 的 定理 , 宫 [ 廊 概 收 伍 ， 
对 于 很 小 的 正 数 5(3<1), 召 中 存在 完全 子 集 工 , 当 gEP, 
8| <8 时， 


凡人 tf 1 < 与 中 的 9 无 关系 )， 
固定 由 覆 一 %, $5 一 二 , 记 适 合 上 述 的 9 的 全 体 为 瑟瑟 " 中 含有 完 
全 点 集 P, 适合 | 恕 ,一 P| < 士 . 由 于 | 召 | 妃 , 所 以 我 们 不 妨 只 在 P， 
上 来 考虑 问题 ,并且 仍 写 也 ， 1，8 以 代替 Pu m 却 ， 误 0<h<8, 区 
间 (0+ 也 ,0 十 各 及 ) 中 的 入 适合 


IOCOmAE eng 


的 全 体 兢 一 点 集 五 ， 我 们 网 到 


il< 寺 4 gwdu< 圭 | 18 | fy FC -fC0) lou 


lom 字 
hM "SB 2M 
"NH logh NY* 
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同样 ，|7(o) 了) | log 一 二; > (% 一 9 十 名 如) 的 一 切 所 成 的 
点 集 互 1, 它 的 测度 小 于 34 下 /入 ， 假 如 术 一 1， 那 末 


2x2hM/N= 埋 记 


这 是 区 间 | 2 十 如，0 十 如 四 的 长 ;因此 ,区 间 中 必 有 一点 ww 适合 


0) 一 Jo) | SN/ log Ep [fm ~ fu) | <N log i 
粘 合 起 来 ,得 到 


(6+ 和)-7(0)| <-25 
这 里 9EP. 设 在 PP 上 $8(9) 二 了 (9), 在 P 的 任 一 余 区 问 上 , 4$(9) 是 
一 次 丽 数 , 写 着 (9) =$(9) 二 由 (0)， 在 了 的 任 一 密度 点 9, 我 们 能 证 


9 ™ | 
| 名 |a 
几乎 处 处 是 有 限 的 ， 设 ai, 2,"… 是 也 的 余 区 了 间 的 全 部 , 当 iEP 


时 , 出 (一 0， 设 二 和 了 了 的 距 交 是 Xx(, J 是 (ap, 8) ， 那 末 , 从 由 的 
定义 以 及 有 着 的 假 玻 ,得 到 
wo I -we) | 
<| WD-F) lt gO -$a) < 


log 了 《及 一 ap) 
当 8 是 了 密度 点 时 ,可 取 (as, B,) 足够 地 接近 于 6 使 一 一 在 8 的 右边 


oo 一 六 > 一 cv， 
因此 , 当 ov<t<B, 时 ， 
区 EACGY dt<— <2AM 一 mw 
dy {10 ~— 地 | i—0 1o0! ey 
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计 0 与 (au， B,) 的 焉 高 为 人 ， 写 着 | 了 | = B,—a,, 了 :一 (a», B,), 那 末 


-1 


1 


由 定理 1 jw 5 Tp/ 一 91 在 [0, 2w] 的 积分 几乎 处 处 存在 ,从 
而 积分 
[Le 
-= | 人 

在 召 上 几乎 处 处 存在 . 

由 于 S[ 用 一 G[g] 十 G[fj] ,4 在 了 上 均匀 地 满足 李 普 希 兹 条 件 

1 
$0+h) —$(0) =—0 (TTT) 

而 y 漠 足 秋 尼 条 件 ,所 以 [4] 和 名 bf] 在 卫 上 几 科 处 处 收 丛 ， 从 而 


全 {[ 力 在 种 上 概 收 敛 . 起 明 拘 毕 . 
我 们 称 


ol(5) 一 olt3; 轧 一 snp | LEF(8+ 闪 一 了 (9)] ad 
为 了 (9) 在 [一 x, wz] 上 的 平均 建 入 横 ， 定 理 2 中 的 条 件 是 一 种 平均 束 
粮 性 . 


定理 SS 当 wl; 力 在 [0, wl] 上 可 以 积分 时 , 人 S[f] 阁 收 化 
【证 归 】 六 :>0, 则 


站 iD- Lu 二 
< -2 aw<o 
从 而 几乎 处 处 满足 狄 尼 的 收 做 条 件 ，E[ 思 概 收 化 .着 毕 . 
由 是 可 知 : 当 
[OD -FO dO00)), 
1 ¢, 20) =0, | -dt<oo 
时 ,GE 了 1 概 收 化. 
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定理 4 设 1<p<2, fEIP(0,2x), 期 当 
[| | [|f (80+.~f(0—t) I? dt do 


0 Jo t 

收 伍 时 , 他 fP] 概 收 敛 . 

【证明 】 当 p=1 时 ,定理 4 就 是 定理 3; 当 p2 时 ,我 们 已 在 定 
理 2 的 证明 中 群 述 ， 因此 醒 题 是 在 1<2<2 的 人 情况， 

由 于 了 2) 一 max [2)， 0 十 min (Fo ,0), 所 以 我 们 不 妨 假 设 
f(z) 之 0, 发 

go) 一 min {nt1, f(2)}, bo)=f()—9(0), 
如 fg) 入 m% 的 上 一 zz] 中 一 切 6 为 4 70) >m 十 1 的 一 切 9 为 妃 ， 
固定 9, 和 适合 
0+i€EB,, —x<it<r 
的 一 切 为 0。， 容 易 知 道 : 积分 
0) = tO a 


是 几乎 处 处 有 限 的 ， 事实 上 ， 
六 作 Psat Dit AL) 上 叶 | du 
-= 2 


a 
-在 人 fF (ut) — Flu) Pa df 
-| +) -f(D) ld a 


< 国 因 [FO+H) — fH) |)? jap 
0 | t ’ 


0 


由 是 可 知 75,49) 在 0<9<2w 中 是 几乎 处 处 有 限 的 . 
固定 ”%, 我 们 建立 两 个 不 等 式 


a [ta 
-| + 和 do (9EA,) 
3 _, 


(ii) es 一 ddb<co， 
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当 DE4 1 EO 时, Tf (O46) F000 I> nt+1)—n=1; 从 而 


Jp(98) 的 存在 含有 
+00 co 
Co t 3, 


此 时 由 (9) =0, 出 十 从 二 (十 扑 一 (w 十 1; 从 而 
I ob | iF —f(0 |, 


| ac (9€ 4,). 


但 是 此 时 出 (t+9) 二 0, 由 (9) 一 0, 因此 ,上 面 的 积分 等 于 
| E+ gscoo (9€ 4,) 
一 到 es 


这 就 是 (让 .由 于 189 人 9 一 引 一 pg (0) ; 志 jf(8 十 科 一 了 (90) | 常 成 立 , 所 以 
jl pO+O— pO—H)? dt Ad < o0, 
t 


0 | 


双 因 g( 的 是 有 界 , 所 以 上 式 当 2 一 2 时 也 成 立 ， 从 而 人 ii) 成 立 ， 

名 [中 在 4, 上 满足 犹 尼 条 件 (),S(p) 在 4, 满足 (说 ，(G) 相当 
于 洲 扣 斯 耐 的 条 件 ; 因此 Sf7] 在 4, 上 概 收 全 ,但 是 4,| ->2m， 所 
以 信 [ 力 几乎 处 处 收 化 ， 诈 明和 完毕 . 

定理 4 是 局 辛 基 蕉 斯 (1939) 所 发 见 的 .我 们 已 赤 明 白 : 潍 类 斯 而 
的 条 件 等 价 于 “Pp 一 2” 的 情况 ， 另 一 方面 ,斯 捷 切 爹 (C. B. Crewkaa) 于 
1953 年 在 苏联 科学 跳 通 报 , 数 学 之 辑 第 17 竺 上 有 如 下 的 补充 ; 


定理 5 发 8,(g) 一 可 ao+ 字 (oncosn9 十 businn0) 表示 名 [ 旋 的 


部 分 和 , 那 末 般 数 也 (3 十 想 ) logw 的 收 化, 等 价 于 下 列 落 条 件 之 一 : 
(i) [FE 一 70 一 力 ]2 在 [0, 2r;0, 2r] 上 可 以 积分 ， 
(i) Sn {BY} 00, 


of 人 < 
ws 
这 里 
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2=-1f-S-lo= 作 VD-S -jed| ， 
wo (8) = gap, {| ,Lf (O42) +4(0—2) —27 (0)1*a0} 


om) 一 sop, {| {f+ -FO-A) ya0} . 
【 姓 明 】 写 着 成 一 串 如 ,器 户 log y 的 收 化 等 价 于 


的 收 化 ， 后 者 可 以 改写 成 
二 = 二 晤 二 [RP]. 


v1 YP nov 
从 而 人 成 立 , 同 时 知道 ( 座 舍 有 P21l0gv< 之 cc. 
由 于 
Ef LT 及 一 F(G 一 月 ja 人 8 


三 
一 4 习 o2s sin2 rh<4 (A Sp+ 六 2 ); 
p> v1 一 


4 < 8 和 
而 后、 《22 一 D Sp+t > ,P< na Sa 


最 后 的 般 数 写 扎 等 于 三 [RJ?, 从 而 


[的 ] < 六 各 mm 
由 是 
1 


[en)] <8 站 耐久 "8 
一 8 3 » LR]? 对 二 -<16 号 [站 
双 因 oP (二 )<2om ( 土 ), 所 以 的 含有 Gi) 和 Gy)， 
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另 一 方面 , 写 着 


1 


ses 
我 们 知道 最 小 平方 的 原理 一 一 


BY-[ 全 57) -wag| -BR 


并 且 存 在 相对 常数 0 适合 ” 可 <Cw 多 (二 )， 由 是 可 知 (让 等 价 于 
Gii) , 也 等 价 于 (iv)， 琶 明 完毕 ， 
聚 1 识 [4, 3]C[0, 2m],fEL(0, 2r) ,是 


b 要 
wg?(8, (a, 6))= sup 17G+ 甩 二 7- 及 -27(6) a0} ， 
和 
wm(8, (a, b)) = gup, {| |f(O+D—f (0~D) 16}, 


Re b={| 17(0) —8.(0) 17a6} ， 

则 当 烽 数 
EE,0)1, Er on, 0,5))|, Zo, (0,5))] 
有 一 个 收 钱 时 ,全 [有] 在 (a+8， 85 一 5) 上 概 收 做 ， 

可 着 {B89(a, 5)} min |f(0) 一 沪 (aweosv0+B,sinvO)| o9 
巴 利 (了 H. K. Bapm) 于 1956 年 妓 明 了 如 下 的 定理 : 

系 写 。 当 航 数 并 x+[ 了 Pa; 动 3 收 短 时 ， 名 [月 [f EL(0, 2m] 
在 [于 5, 5 一 3] 上 要 上 收 误 . 


1958 年 , 户 里 耶 庄 夫 (I. I. 了 xpaH0B) 把 马 痊 基 稚 斯 定理 (定理 4)' 
拓 广 成 如 下 的 形式 (苏联 科学 院 通 报 ,数学 之 辑 ,， 17): 


l 2 Sin (#4+1) 部 
9 Mol) -7160 se | UCHD+1C-D 20 | | 


2 
就 能 得 到 入 <C 吕 (二) 


222 第 三 章 定理 埃 般 数 的 缠 性 求 和 以 及 概 收 铸 
定理 G 设 了 ELK(0O,2m) ,ze 是 任 一 足够 小 的 正 数 , 则 当 
人 O40 f(0- 0 gyag<o 


时 , 信 [ 丹 在 (8, 8) 上 概 收 铬 . 
【省 明 】 高 里 耶 诗 夫 指出 :积分 中 的 指数 2 可 以 写 做 MI<p< 匀 ， 
这 里 为 镜 使 计 , 只 就 2 一 2 而 言 . 
固定 >0, 届 0<5<<8; 时 
Tc 十 ee 十 SO 和 一 2 一 3) ， 

0 I (o<g<e+es+ 豆 中 5 一 * 一 <9<2z)， 

{2r+0) =— 9 (0 ， 
9 (0) 在 [at+et 寺 6, a+e+6| 和 [5-。-5， ps18] 中 是 一 次 
画 数 , 重生 一 民 ， 则 |9(65) 一 g (93) | < 及 |9， 一 94| 成 立 ， 易 知 


EB [f(t pO+) ~ FIO—t) p06) | gy a0 <o0 
| ; 


o 0 


出 识 赖 斯 耐 的 构 收 敛 条 件 ， SLfp] 概 收 伍 , 从 而 人 [ 峰 在 (a+2e， 
5 一 28) 中 概 收 化， 让 于 8. 是 任意 小 的 , 所 以 才 [ 丹 在 区 间 (4， b) 上 疾 
收 伍 .定理 证 毕 . 


各 .从 ( 叶 十 下) (22) 之 oo 决定 概 收 估 的 部 分 和 及 列 


1940 年 ， 水 勒 姆 提出 如 下 的 问题: 当 of 个 co, w(n) 一 0 (log 对 
时， 能 可 从 王 (@2 二 如) wn) < oo 找 出 概 收 化 的 {5%.(9)}? 人 [有 ~~ 
了 4.(9)，4,(9) = qn cos nb + b, sin ng (n>0): Sa(0) = 5,(f; 0) 是 
信 [ 几 的 部 分 和 ， 假 如 有 如 上 的 {S} 存在 , 那 未 我 们 称 {nx} 是 从 属于 
wn) 的 一 个 作 列 ， 
定理 1 对 于 wo) 个 ce, 三 (十 的 olm) <co, 存在 从 属于 (nm) 
的 叙 烈 . | 
. 要 证 明 这 个 定理 ,首先 建立 黎 斯 的 不 等 式 ， 
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引 理 1 假如 JEZ2(0, 2zx), p>1, 那 示 的 共 辆 画 数 了 也 属于 
I , 并 且 成 立 着 不 等 式 

信 nag<s 妇 人 Dag， 
4 只 和 忆 有 关系 ,并 且 可 取 4_z 一 4， 

这 是 M. 黎 斯 的 定理 (1927 年 ) . 

【证 明 】 当 一 子 <9 了 ,1<p<2 时 ,存在 正 的 常数 4， 和 马 ， 
适合 于 

lsin p ?< Ay cos pi?— Bocos py. 

两 端 部 是 p 的 偶 面 数 , 我们 不 妨 假 歼 0<g 所 字 ， 由 于 co8 和 <0, 所 
”以 在 | 于 ~6, 也 | (3 很 小 上 , 取 适 当 的 Bs, 可 使 一 Bcos pp > 二 
?>1 的 话 ， 当 0<y< 训 一 6 时 , cos p 1 之 (sin8)", 取 足 够 大 的 hy， 
使 4 (sin 8)?>>1 十 B,， 因 此 ,所 设 的 不 等 式 威 立 . 


记 f 和 六 的 普 阿 松 积分 为 wz) 和 v(x) (2 一 re*)， 汪 着 卫 (z) 
一 Be 一 的 十 各 人， 假如 wz)>0, 那 末 


|. 了 0 dz=[F(0)1?, 
这 里 0<r<1， 取 上 上 式 两 边 的 实 部 : 
[utO)]? 一 二 | Fr eos pg d9>0, 
从 七 面 所 得 的 不 等 式 ,我 们 见 到 -一 的 >0 含 有 19|<< 于 ~ 一 
网 aag< A, | lulrdg—Bs | Breospp do< As] Iulr dg. 


现在 除去 4(z) >0 的 限制 . 暂且 固定 ”: 0<r<1, 时 
p10) =max [u(z), 0} ， pa (2 —min [wz), O01. 
发 91(0) ,92(9) 的 普 阿 松 积 分 是 (8S), va(S) (SB 二 pe*); va(S), tes(S) 
的 共 顿 两 数 是 01(8S) , 2508) 《v4(0) 二 0, 22(0) =0) , 那 末 .… 
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人 iepags 人 urae G=1,9. 
由 是 得 到 
[lortoslrap<24, { Curl?t les!) db. 
令 p-?1, 就 得 到 
(7 Fira0<24,1 17izag， 


其 次 ,我 从 要 除去 9 所 2 的 限制 ,就 是 要 证 上 式 当 2>2& 时 成 立 ， 
#(0) 适合 


se #0) I?dO <1, 


那 末 从 
| oldg- -| ao 
得 到 
wal< {fo [uleag] [fo abg] 
<A, jc， 
这 里 到 十 机 = (| ileagj = als. 不 等 式 
| | <pl 


当 上 lilys:l 时 成 立 ， 现 在 宜 
1(0) =sgn [2(0)]1® [oC0) /oll?, 


则 lt 一 1 || wta9| 一 lols， 因 此 ， 


sup | 1 = jvl., 


Hps1 
千 合 起 来 ,我 们 得 到 和 es Le 从 而 4 4， 
jls.4ojxl。 (p>D. 
全 7 一 1, 可 以 得 到 31 香 中 的 不 等 式 ， 事实 上 ， 
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lw@ < 0 P(r, 0 oy 
={[ FO IP Ge, 1—0) Ia} 


< 人 7 P(r, t-te|| Pr, 1~0) al. 
最 后 的 因子 等 子 1i。 因 此 得 
[Cleee®) raos| “if © hea. 
对 于 f, 我 们 利用 法 都 (Fatou) 的 不 等 式 : 
| Flrao<tim sup|” Jo(ret) ?eg 
< 4, lim sup 全 |w(rese) |?d0 
< 如 17iae， 


引 到 半音 
引 理 它 当 9 关 2 时, 引 理工 中 的 如 未 22。 
【证 盟 】 利用 三 个 等 式 
(i) 4IPI?=P FI I (FF#0), 
(i) dr =p(p— Dw Fl (0), 


G3) ]。 识 虽 =]] ar。 BR 全 各 we 人 只 ] (牛人 
式 ) 来 配 明 引 理 。 旺 
TO -| wlr, 9)dg， 7 (r)=| Ptreolrag， 
则 从 (ii) 得 到 
rn) pod | er lars, 


"=p rl hae. 


”从 而 , 当 I<p<<2 时 ,成 立 着 不 等 式 


- 
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Mr 
注意 到 2(0) 二 0, 工 0) = 了 (0) >0， 从 上 式 得 到 
J (r) “Er, 
从 而 
由 oao] < (| 0) (4>0, p<2), 


假如 wl%) 不 常 是 正 的 , 那 末 从 上 式 得 到 


和 1 1 
3 区 FF » 再 2 T 
上 | lolzagj 这 [| hl lul | 
由 于 [9/(p 一 了 <p, 所 以 4 二 20， 从 引 理工 的 证 明 ， 知 引 理 2 成 
立 . 
引 理 3 说 8,(b) 是 人 @[ 门 的 部 分 和 , 当 广 E Ze 时 ,成 立 着 
| 5,0) lra9< (44,)° | 1 ?00. 
【证 明 】 置 S; (0) = 圭 从 (0) ++9,-1(9)}, 则 
1 fs Sin nt 
及 af) 一 一 fFO+D 一 一 一 一 0 坟 
上 2 tan 斑 
由 于 int 一 sinwtt+oooson0 一 cosntt 二 bsn np ， 我 俩 写 荐 
hh,(0) = fF(0) eos nf, ya(0) =f(0) sinng, 
从 而 几乎 处 处 成 立 着 等 式 
S*(0) = 名 (9) sin ng —%(0) cos ng. 
应 用 敏 高 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 和 引 理 1, 我 们 见 到 
1S5| ,< 六 二 和 < dog 二 El) 
<2 41 ji 
从 而 1S,j<<44o| 1,， 引 理 诈 些 . 
定理 多 ”在 定理 1 中 的 假 衣 下 ,对 于 某 一 常数 4, 毅 数 
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> 本 一 wma) : (A>1) 
了 


收敛 时 ， {mwx} 是 从 属于 w (mn) 的 一 个 叙 列 . 
【 考 明 】 写 着 4,(8) = queosng 十 Du sinn6， 设 整数 n(9) 和 9 有 关 
系 ,， 


Sw (f) —Bacw™ As(0) —T (0) 46) , 
这 里 赂 (2b) 一 1 (p<n( 四 ), 册 ( 扑 一 0 (p>n(0)). 车 
TI- |， So) (Ff) 0, 
FOO) ~ TAO) V om). 
钥 %( 介 二 Rn, 灿 +1 二 0, 则 由 加 减 变换 ， 
加 号 化 天 由 > 
I 上 0 py) 
pr &, B,CF) A  & pas 1 
| B+) hos) 4 (pes) 0 
记 第 一 项 为 7, 而 第 二 项 的 平方 不 大 于 
信 (ya (an Pu) < < 人 | £0 
要 估计 ,首先 注意 到 
bess 1)a0 = FOO) Ss 4d) ad, (dhe)*— dys 
我 们 得 到 


< 人 Pa 人 Ey RATA . 


Voll) ~ wn) 


2 So A) Sa dv,) 
<2]. 下 wf 。 加 De 


2m 3 
人 Pre Fa0, 


”事实 上 , 群 二 地 说 ,由 于 
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p31 和 | A pe a0 


P=1 p=1 


所 以 得 到 末 项 . 双 因 
EE Sp Abs) dyedp 一 | Ss(Ahs) Sa Apa) add, 
所 以 写 着 


0) —Vot) (Ne a .十 - 人 ty) 
了 中 的 积分 | 三 …a6 等 于 


ey 2" So Ayp) A 3 
| 
-| So xp) A dg 

w (Pp) 


0 


A, 
a ,C0) do 


当 后 >0, 加 >0, -天 -十 -六 = 工时 ,从 杨 格 不 等 式 (8 1 得 到 


| 8，(xzz) | 1 |LSa(xo)| 
-ays < Ht 上 Tt A) 


由 是 大 中 的 积分 | 壮 …a9 #3 fa iol® , 相 加 得 到 


2 a Sm | ae aot |e i 


所 (4Ax,) 5 1 
< 安 bs (PD) 


这 里 应 用 了 引 理 3， 由 于 如 <1, 所 以 得 到 


十 4 p> Se = 


名士 
| rd9 42, 


<|, to 可 


IIi<f2r | ra. [4+ > 国 Ce 一， a i 
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由 引 理 2, 4j。<<2%,, 因此 ， 


[| <{2r | Wag [+t 


(wp))™ 
取 适 当 的 如, 使 [8 局 /w (DD)]* 耐 ! 尽量 地 小 ， 上 比方 说 : 租 
(人 
和 一 Be ! 
那 末 


3 要 8e 一 毕 品 本 
Tl<fa) malate }. 
但 蚌 对 于 一 定 的 9, 在 {dw} (p=1, 2, "ry, %) 中 ， 只 有 Awiney=1, 其 
余 的 dy 都 是 0 假如 对 于 mx 个 co, 艇 数 
2 1 一 避 ” 
my 如 . 
收 做 , 那 未 有 常数 0 适合 
|f Swe (0) do) < 人 Pei CR 旭 和 用 


但 是 , 遂 数 三 (os 十 加 )wtm) 中 的 wt%) 可 乘 一 常数 ,不 变 其 收敛 性 ， 因 
此 般 数 


5 1 ; A (A: 常数 ) 


《ou 


的 收 艇 含有 积分 
| Sew (0) og 

的 有 界 ， 由 于 4 可 以 变动 ,所 以 得 到 如 下 的 精 果 : 

Aw<oo 含有 | 位 Swl0) 0) <0 pa. 

T 0 0 
从 最 后 的 不 等 式 , 我 们 可 以 导出 {8%,(0)} 的 构 收 化 (参见 温 业 斯 醋 定 
再 的 配 明 )， 因 此 ,fw} 是 从 属于 wu) 的 一 个 数 弄 定理 证明 完毕 , 

例如 : tm) 一 log wm 的 请 ， 忆 ea 一 王 93<co; 由 是 获得 温 糊 其 

而 定理 . i 
我 们 要 间 : 有 {mm} 从 属于 w(n) =1 的 么 ? 换 句 妆 说 , 当 了 EZ 时 ; 
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存在 {S,.(9)} 概 收 化 于 jb)? 下 面 的 定理 ,肯定 地 回答 了 这 个 问题， 
定理 3 假如 w/w(n) 是 的 者 加 而 数 , 屠 未 当 航 数 
EZ (ort be) a (nm) 


收 艇 时 , 必 有 fm} 从 属于 wo(m); 事实 上 ,适合 总 唉 ?一 0 (名 Ce) ) 的 


Nm 
{nw} 就 能 从 属于 w(n). 
【证明 】 是 p* 一 妈 十 如 。 自 于 
| a 十 22p2 十 :… 十 P22 
去 上 [St0) oO dL a, 
一 一 人,， On 分 别 是 区 [入 的 部 分 和 以 及 费 耶 和 一 一 所 以 当 
， 闻 十 3038 十， 十 二 o 
Dm (nw Fly so 
时 ， S00) 一 o,, (外 概 收 合 于 0， 但 是 om 人 -779 ， 从 而 S53.,(9) 概 收 
钱 于 f(9). 现在 , 设 mm 一 0， 
Sb 
> TP =- 主 ( 之 Fp?)( + 一 十 …) 


2 
k=1 kK=l \ f=nr-+t+1 Ne Ptr1 


-oe) 


kK=1 \ f=nrt-it+1 


由 于 一 全 ~ 的 单调 强加 性 ,所 以 除开 0,， 上 式 等 于 或 小 于 


ow (nm) 
Soto lh) <o0. 


从 而 所 十 2 撕 十 … 十 吉 ph. 一 0《(t2) 。 证 明 完毕 . 


7。 去 系数 特别 多 的 级 数 
裔 自然 数列 {mm} 满足 
TxtTX FO=l1, 2, .A>1); 
当 有 nn 一 1 2， 时， 一 0,， 2 一 0; 我 们 称 
5 (@n, CO8 nod + bs, Sin rd) 
是 一 个 雳 系数 特别 多 的 三 角 般 数 , 或 称 阿达 马 《Hadamard) 式 的 缺 项 
”三 角 般 数 . 简写 4 二 6，, Br 一 bw., 那 末 这 种 般 数 的 形式 是 
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E (os cos mm + Br sin ral), | 
现在 证 明 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 定理 : | 
定理 1 襄 记 (ar C0s m9 十 Bi sin mb 是 一 个 老 柔 数 特别 多 的 般 
数 , 那 示 当 (3 十 B32) < co 时 ,这 个 三 角 籽 数 概 收 伊 . 
【证 明 】 简写 zm 一 m2 (a%+ 妨 )， 且 设 S,(9) 和 og,(0) 分 别 表示 
f (6) ~E (a, 0s no+b, sin ng) 
的 部 分 和 以 及 费 耶 和 ,这 里 4 一 qx, 94, 一 Bx, ar 一 BD 一 0 (nn 天 rw) ， 从 而 
之 es fEDB， 因 此 ， 


把 


加 mW i , 工 草 


和 1 加 1 此 3 斌 
< 一 er 之 vn 


1+1 LF 


人 Ve 3m 和 a 十 … "< 7 一 二 ,， 故 上 和 式 右 边 消 于 


和 3 _ ， a 
他 Re 3 


了 二 放 r-1i 十 荆 
了 -My Lz Ls 
< 守信 侣 4+)+ 汶 (++ 二 入 (+ 
A 一 工 1 Ni+1 史 R21 十 十 
和 
二 
由 是 可 知 


S| {od < T+ <o. 


从 而 疾 数 王 (S- ca)2 概 收 化 ，Su(b) 一 0 (0) 概 收效 于 0 但 
是 ou(9) 全 7(9) ,所 以 Su 人 9) 人 79)， 由 于 S619) 是 了 (ew cosrmb 
十 Bu sin m9) 最 初 b 项 的 和 ,所 以 定理 证 明 完毕 . 

定理 1 还 可 以 加 强 如 下 ， ; 

定理 2 阿达 局 式 的 缺 项 富 理 块 航 数 人 [了 1 所 表示 的 丽 数 了 必 属 
于 (0, 2x), p>1， 因此, S[ 丹 概 收 钙 于 了 6)。 

【证 明了 了 之 属于 Lx(0, 2x), 是 齐 革 蒙 特首 先 证 明 的 (Fonda- 
menta Math, 第 16 省 , 1930) ， 其 实 ,他 还 建立 了 更 深 列 的 定理 ， 下 面 
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的 定理 8， 我 们 利用 fEZ7 的 娃 果 来 完成 定理 2 的 证明 . 

识 了 (ax cog m9 十 Bs sin mg) 是 一 适 柔 数 特别 多 的 般 数 G[ 甩 .车 

C= —iBs, Fle) =—D ow™, 
我 们 假设 苇 |onj?==1， 设 7 是 一 正 整数 , 息 。 
g (0) =[P = (Dor) Ey", 
曾 且 假设 和 >>7 十 1 一 一 mwi1 之 和 rw， 瑞 未 任 一 m。 只 有 但 是 必 有 一 种 沼 
达 式 
my = Oi Brg 

这 里 a, 3,… 都 是 自然 数 ,， 4%?+, 5<r。 假如 不 然 , 那 末 存在 如 下 的 整 
Ei 个， 8, 机 以 天 如， 


0 一 app 十 Bo 十 … 
因此 , 从 |anaj s1Bnu| 十 … 得 到 1<r Ca 这 有 
背 于 和 之 7 十 1 ne 这 里 ms 的 表达 式 中 的 4, 8，… 满 是 4 十 5 十 … 


ak 易 知 yu 一 G1 2 一 08 “"» 因此 


去 | | FOUR) jwa0 一 起- 3 |g (Re’) B20=5 |y,|*Rm 
: Tm JD 
< Er | en, } 2°| ex, | . Ram» 


—r! 辽 zr ~ (cn | BY) (en | RY) 
(=r! (Slo Rm™)rSrl (EB lor!D) =r!, 
从 而 EL”, 但 + 十 1<%， 假 如 入 <<+ 二 1, 那 末 取 足够 大 的 整数 态 使 
三 和 >? 十 1， 数 列 {rw} 的 任 一 数 mm 必 属 于 下 列 六 个 数列 中 的 一 个 ， 
也 只 有 一 个 


Ts, tNy LL Ce (一 工 ; 2， 下 汪汪 VN). 
证 十 2 人 
任 一 数 烈 的 相仿 两 项 之 比 RE 相应 孝王 可 以 


窟 成 态 个 画 数 之 和 : 也 = 证 Fy 十 … 十 Pw, 这 里 


Fn] 
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F(z) = Tower 人 一 1 2, …， N), 


因此 
[FI*< (Fi 十 .十 [Fy|)” NY (IEai 十 ‘+ | Ewy|”), 
2 


-| [F(Re®) |"a0 < Narr!, 
Niet ala, -)， 此 精 果 包 合 着 了 E Ze (p>1)， 证 明 完 毕 . 
定理 3 役 咏 (arcosmb 十 Bsinmp) 是 一 个 等 系数 特别 多 的 三 角 


航 数 . 假如 这 个 报 数 在 某 一 正 测度 的 点 集 召 上, 可 用 算术 平均 法 求 
”和 , 那 末 2 (ot 二 Bh) <0. 


[证 明 】 生 Surg) 一 六 (au coswug 十 B， gin ,0) (p=0, 1, +., 


mri 一?% 一 1) ,我 们 要 从 极限 
lim .S10) 二 二 nA 


n+ 


在 互 上 的 存在 导出 2 (a 十 Bf) i 这 是 下 述 命 题 的 特殊 情 况 . 
设 {Bjw} 具有 


lim Br—0 Ch—1, 2,…) 和 lim BBn=1 
两 种 性 质 ， 我 们 要 从 z 
lim BD Bw:(0) (0€B) 


的 存在 , 导出 于 (EB) <co， 当 和 数 记 Bys 是 有 限 般 数 时 一 Bp 
=0 (>>ho), 丽 数 oj (9) 一 卫 BmS4(0) 是 连 秆 的 . 我 们 不 妨 假 设 
fo;(0)} 在 吾 上 是 色 旬 的 一 通过 爱 驴 洛 夫 定 弄 一 一 从 而 |0s(9) |<0 
(0: 常数 , 9E 万 ). | 
首先 假设 m=0, Bs 一 0 (bh 一 1, 2,…,v 一 1), 泡 
A (0) =axCOs mg + Br sinmb 一 pkrCcos (nl + sg) ， 
Rx {3) 一 局 jx 十 jx 十 

那 末 oj (9) ~ 总 44(9) Bbj)， 其 中 只 有 有 限 个 硕 ， 丕 方 在 如 上 的 积 
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分 不 大 于 02| 吾 | 。 另 一 方面 ， 


人 wm- 六 属相 |, eos meeD) de 


十 总 和 Fe xzry 
+ 


这 里 
让 二 记 罗 (Dye | Cog {mb + ex) cos (m0 + e1)d0. 
饭 写 


10) = Bp | eos (mbt en d+ DD pp bu, 
Kl -3 


我 们 见 到 了 (j) <0?| 怕 |， 其 次 我 们 要 证 
I 站 > 言 1B1 记 所 ， 

田 侣 一 扩 十 品 ， 这 里 
on—T ,eos m0 db, n= |, sinme dd. 


我 们 见 到 写 bu 等 于 


三 | {cos [ (rtm) 0+ ert+ 2] +cos[ (mw—m)0+ en— 11} a0 


=00g (Sp 81) Cnatms— Sin (Ep 81) Sratn 
+ COg (Ep— 81) Cn-m™— Sn (Ep— 84) Saw-ns» 
而 其 平方 小 于 
2(c2 tn 十 mS) 
由 是 , 当 8>L 时 ， 


2 2 2 
br 2 (2 ” 


我 们 要 证 吕 书 恕 <o0; 为 此 首先 媳 明 如 下 的 事实 对 于 {mw}, 存在 
如 下 的 8: 任何 自然 数 么 能 写成 
nn 二 Ng 十 或 是 % 二 ?4 一 仅 
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的 种 数 决 不 超过 s， 事 实 上 ,当下 > n 一 mw 十 m 时 ， 
m<n<m(1+ 甘 ). 


及 而 碎 / (十) 二 rg 二 wn， 假如 1% 一 m4 一 和;, 那 末 从 


(1—F) mm 得 到 < 过 2 
出 是 ,适合 % 一 zw 士 w 的 rw 必 诺 足 
FF 入 < 入 一 一 一 二 和 I* 
改 满 足 这 个 关系 的 最 小 以 及 最 大 的 mr 是 ma 和 nars, 那 未 从 


和 ng>n 


和 和 
PR A+ 


，、 左 迫 大 于 必 , 从 而 


Pe 
ci 于 


因此 mx 只 能 在 nw， rar 1 ,Wats 中 取得 ， 荐 且 “是 有 办 一 无 关于 
%。 四 是 可 知 


得 到 Natg/ Mg < ~ 


现在 估计 工 ( 力 中 的 积分 : 
2 | ,eos (mg + 8) wo—|, [1 二 cos 2 (n+ en)] a0 


一 如 | 十 | cos2(mb + er) dg, 


直子 末 项 是 o (了 , 所 以 不 妨 假设 当 如 > 了 时 ， 它 的 稻 对 侍 小 于 词 
从 而 得 - 
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1)> 了 四 [ 访 碟 --| 加 加 riei tw|， 
这 里 [mw 一 mm | 之 mo, mw 十 Tw 之 no， a 
{六 如 e209 [ 访 训 呈 < 二 加 
因此 了 (办 之 译 |B| Dp. 由 于 了 (j)<0"| 瑟 |, 所 以 得 到 
Sor<80, 


或 是 了 ptB(j) <807. 


由 于 BBB.()) >1 {js300), Bn>0 (j-700), 所 以 从 上 面 的 不 等 式 
得 到 ne 
ose0, 
”从 而 卫 成 <coo， 钱 明 完毕 . | 
系 ”有 堆 系 数 特别 多 前 三 角 航 数 的 系数 的 平方 和 假如 是 cc， 那 未 这 
个 般 数 不 是 富 理 埃 航 数 ， 不 但 几乎 处 外 发散 砷 且 几 乎 好 处 不 驳 用 满足 
lim Bw—0, lim $By=1 . 
fo Je 
约 求 和 法 求 和 ， 
那 来 , 堆 系 数 特 别 多 的 三 角 级 数 不 属 于 也 时 ,会 不 会 处 处 发 散 ? 
定理 和 44 零 系 数 特别 多 的 三 角 般 数 之 (keosrn0 十 Brzsinya0) 的 系 
数 ox 和 B; 都 是 0(1) 的 话 , 它 在 任何 区 问 中 的 收 做 点 集 的 势 是 连 粮 点 
货 的 势 个 ， 它 所 表示 的 画 数 没有 第 一 种 不 连篇 点 ， 
首先 沽 明 几 个 引 再. 
Bl 理 1 假如 了 了 (9) 在 (a, 5) 中 是 连 芒 的 而 且 是 光 谢 的 , 那 末 (cy, 了) 
的 任 一 子 区 间 中 , 了 '(9) 存 在 的 点 集 召 的 势 是 
: 【 诅 明 】 写 眷 
EO 0th -P60) + 一 人 ， 


NN 寺 
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由 于 卫 ( 外 的 光滑 性 , 当 BE (4, 5) 时 , 左 端 是 0(1)。 假如 9 是 下 (0) 的 
一 个 极 大 (小 ) 点, 那 末 当 >0 时 , 右 方 两 项 都 是 盈 数 ( 正 数 ) ; 当 hh<0 
时 , 大 方 西 项 都 是 正 数 (于 数 )， 由 是 可 知 : 7'(9) 存在 而 等 于 90, 裔 
a<a<B<b, 作 (a, F(a)) 和 (8, 卫 (8)) 的 连 线 
、 L(8) 一 名 中 十 三。 
那 未 也 (外) 一 L(9), 当 8=a, 9 二 B 时 ,等 于 0、 从 而 (a, B86) 中 存在 如 
下 的 一 点 名: 
F'(00) 一 至 (go 一 0. 

或 是 FPF'(0o) 一 m; 事实 上 ,五 (90) 一 L(9) 在 (a,5) 中 是 光滑 的 ,在 (a, B68) 
中 存在 一 个 极 值 点 ， 不妨 假设 m 眼 闭 (a, 8) 的 变动 而 变动 的 ,从 而 bo 
也 是 如 此 . 由 是 可 知 F'(9) 在 (a, 8) 中 存在 的 点 入 ,其 势 是 只. 

设 jb) 在 点 集 召 上 是 定义 着 的 , 当 x 和 有 都 属于 召 时 ,对 于 了 (a) 
和 了 (8) 之 间 的 任 一 数 C, 召 中 必 有 点 ? 适合 于 fy)=C 的 新 ,我 们 
说 : 广 殷 在 五 土 具 有 往 质 D. 

引 理 仿 发 闻 ( 约 是 (ec，2D) 上 的 一 个 光滑 的 连 积 画 数 , 召 是 (c, 5) 
中 的 本 (9) 存 在 的 9 的 至 体 , 那 末 玉 ( 分 在 如 上 具有 性 质 也 . 

【证 明 】 座 a€ 召 , 8 E 如 ,了 (a) <C <'(B)， 我 们 不 妨 假 设 = 
0=0,， 事实 上 , 攻 数 了 (0) 一 09 满足 

Fi(g) —O<0<F (8) —0O,. 

这 样 ， 到 (oa) <0, F'(B8) >0。 因 此 , 取 正 数 六 适当 地 小 ,可 使 9(O) 

二 [FF (0 二 如 一 PF(0)]/h 满足 


glo) <0, 9(B)>0, LE A >0. 
在 (a, 8) 中 必 有 如 下 的 y: g(Y) 一 0, 从 而 
Ply+h) =F(Y). 
在 (Y, Yt 有 中 ,存在 适合 F'(6o) -0 的 加 .证 明 完毕 . 
引 理 3 设 r(m 一 vo,| + 16)). 假如 z(n) =0(n) , 那 末 三 
角 般 数 
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计 ao+ 马 (an 00gmg + b, sinng) 

的 积分 级 数 F (0) 一 于 aog 二 CT 了 (a 9inng 一 b,c0S79) /m 表示 一 

匀 光 梁 的 连 征 历数 , 在 7' (0) 存在 的 点 8, 三 角 炎 数 收敛 ; 事实 上 ,3 


hr>0 时 ,均匀 地 成 立 背 


EE Lo 名 (orecos10 十 isinj0) 一 0， 


【证 明 】 由 于 
$y lal + [hl S$ 10) (hoD 1 1 
人 TI 


LT 
=0 CF)=00, 


所 以 (9) 是 一 连 秆 丙 数 . 写 着 4.= cocognO 十 加 gino0b 
B,~——~a,sinng + bcosng, 


名 ? 


8.(9)—>4 
那 未 , [sin wj/ (wi)|<Clul， [= 六 的 遍 ， 
| 一 Se 
<| 训 4 (加 弛 -71 | 人 下 地 
<01h| Dv(lel+ 5)) + 站 为， [el + 5,| z 
本 + 俩 ,国人 让 )-o0). 
双 因 : 
3 bs: 


FO+2h) ITO m2) —2F (0) 
4 k=1 


tl on), 


Ss 1 
< [hl tl Bre! TT 
所 以 五 (9) 是 交 洪 人 的. 当 F'(9) 存在 时 , lim S49) 存在 . 证 明 完 毕 
【定理 4 的 施 明 】 党 着 or 一 go， Bw 一 50m? 当 n 闻 rt 时 , 0 一 b= 


设 ww 志 nn<ngr1, 央 


Le ei mv Di 


7 了。 有 壳 系 数 特 浏 多 的 航 数 299 


(=D +h) = elt 18,1) 
<m eo,l +18,1) 


No ea 
<m| NY max {lo,| + 18,) +max( le, 十 18,1» 2 
SC Oto tmas (Jewl + {Bi |)} <on(e FNM 


从 而 +(m) 一 0 (nm) ， 由 引 理 3， 了 (or cos m9 十 Bx sin nn9) 的 积分 画 数 
五 ( 纺 是 一 个 光 请 的 连 态 画 数 , 才 的 可 以 微分 点 所 成 之 集 召 , 其 势 是 半 。 
由 引 理 3, 在 妃 上 艳 立 着 
PF’'(0) = (oc09nd + Borsinnsd), 
由 于 杯 数 在 它 的 第 一 种 不 回炉 点 的 附近 ,不 可 能 具有 性 质 也. 所 以 所 如 
航 数 的 和 决 无 第 一 种 不 连 夭 点、 定理 诈 明 完毕 ， 
定理 号 ”阿达 马 式 的 缺 项 三 角 级 数 了 (ok oosmg 二 Gssinmg) 收 
《于 一 个 回炉 机 数 (9) 时 ， 收 伍 是 均匀 的 并 且 是 稻 对 的 ; 了 (9) E 
Lipw (0<a<1) 的 充 要 条 件 是 
cr 一 Ooz Be=0 (nz”). 
， 基 诈 明 】 由 于 了 (9) 是 一 连 灶 丁 数 ,所 以 名 [JP] 的 费 耶 和 on(9) 与 
“于 了 (0)， 另 一 方面 ， | 
IS,(0) —f{0) |<1S,(0) 一 on(2)| 二 jco(9) ~f (0 |， 
未 项 均匀 地 是 0(1) , 第 一 项 等 于 


1 
rp: < rol+15l). 


定理 4 的 证 明 , 这 也 均匀 地 是 o(1)， 因 此 5.( 外 色 煞 于 了 (外)， 
系数 为 0(n*) 是 了 (0) ELipa 的 必然 的 灶 果 .其实 , 这 并 不 限于 
埠 秒 数 特别 多 的 般 数 ， 一 般 地 说 : 当 
-二 | fomat 


人 > 4 一 2 
时 ， 0, 也 等 于 


?0 CoB v6+D, sin v9) 
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让 | [0-7 )]e md. 
从 而 
[os 二 | Wg -f(t | dt<O(n-®), 
现在 要 从 ay 一 0 tne”) 和 Bx 一 0 mz") 导出 fE Lipa.。 恤 
二 <| 有 |< 元 ， 
后 着 7(O+ 肋 一 F(O) 一 P+Q, 这 里 
P- 六 {ox[cos ma (0+b) 一 cog wbg] 十 Bu[sin rw (+) —sin wub]} , 


0 


= > {axLcosnw (0+h) 一 —oog m0 + Befsin ra (b+h) —sin m0]}. 


由 于 加 
IP]< Se ax| one | 天 | +2|Brl em: [|} =-OCAD) 辣 地 ke 
=0 (|)hlny") =0(k|"), 
lel<2 加, (lenl +1B:l) = =O0nar) =0{[h|"), 
所 以 f€ELipa. 


般 数 的 相对 收敛 性 , 还 可 以 内 较 弱 的 条 件 导 出 , 群 进 于 如 下 的 定 
理 . 
定理 .6”， 雾 系数 特别 罗 的 三 角 级 数 了 (ascosm9 十 Brsinn0)， 
. 很 如 它 是 一 个 有 界 郴 数 7(9) 的 人 [让 ， 那 未 立 (| 四 | 十 |6s1)<eo. 
【 臣 明 】 首先 假设 B=0 人 一 1 2, …)， 从 179) 入 对 导出 
豆 |avl 过 oo 将 {mp) 分 成 了 个 子 叙 列 
Wri 【4 一 0, 2 ， 7—1; b=1, 2,8,..). 


我 们 考虑 7 个 余 蓄 般 数 3 ariieoaguri 昌 (一 0, 2, …, ?一 1)， 我 们 要 


诞 明 : 对 于 一 个 由 然 数 2 (p>1), 任 一 数列 i= er (z=1, 2， …) 中 
的 任何 Pp 个 数 及 ,…, 嫩 : 
#) 咏 . 两 童 (Bzidon) ， (德国 ) Math, Ann. 97 (1927)。 


YY， 需 深 数 特 别 多 的 级 数 2 

>l> > 
具有 形式 "一 8 士 2 十 3 士 … 土 的 数 都 不 等 于 mW (一 1, 2,…), 通 
8 之 (一 /2 十 DD 划 在 任 一 区 问 (mx(1 一 28) ,wz(L 十 28)) 中 不 含有 
{mw}urr 的 数 ; 事实 上 , 当 (1 十 26)/ (1 一 28) < 和 时, 成立 着 rm(I 寺 28) 
<ngti(l 一 28)， 旅 7 足够 大 ,能 使 
KL=N >2, 


py 


; 1 二 人 hp 
Es bb 则 v= 有 十 … 士 人 < 机 1 二 十 而 十) 一 站， 


2 


由 是 可 知 >E (如 上 =, 本 二 并 )， 从 而 入 (1 一 s) <v<h(I+s). 由 于 


有 是 fm) 中 的 一 个 数 my, 所 以 上 式 含 有 >E Cra(1 一 28) ,re 十 28)) ,在 
此 区 间 中 , 除 rw 而 外 ,不 含 其 他 的 (4# 关 9)， 因 此 ， 
| 一 2 >be = O01, 
假如 mEL (ij 半 们 ， 那 未 mp 天 Wa， 从 而 | 估 一 "| 关 C 假如 
和 一 和 一 下， la=F0, 
那 末 lw 一 z| 二 上? 一 石 | 二 | 十 4 土 … 土 | 送 l(1 一 28)>0， 从 而 六 
简写 ggrs 二 Gh, mr4i 二 台 ， 谣 Br 一 土 1， 则 
TH) = I (1+ er cos mb) Es enoosnkd + A,c08y0, 
这 里 上 二 肛 土 土 … 士 js (9 之 4, 1,E (7)， 由 于 >E tn}， 所 以 
4 |) cos v0f (0) dg0=0. 
取 Br 一 8 有 Qk, 则 得 


I | zu(9) 0) 00=D le. 


疏 | 有 (9)| < 下， 则 因 To(0)>>0, 我 们 见 到 以 |%| < 二 Me(0)d0 
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~2M， 从 而 得 到 忆 |ah| <o%. 
加 8 a(0) 一 I (1 十 sgn Br sinm9) , 旭 得 
去 | S90) f(0) 1- 为 18<2M， 写 164|<co 


证 明 完 毕 , 事实 上 , F(z) 十 (一 5?) 和 (2%) 一 f( 一 w) 分 别 是 偶 的 , 奇 的 
有 界 画 数 . 

定理 与 还 可 以 改进 关于 需 系 数 特别 多 的 般 数 人 S[f], 了 ElLipa 
(0<a<l) 等 价 于 由 一 0 (nz*), Bs 一 0 (na"); 这 是 定理 5， 近 年 来 
(1954 以 后 ) ,这 个 定理 有 种 种 的 改进 和 拓 广 ， 例 如 P. B. 肯 尼 巡 让 明 : 
对 于 雪 系 数 特别 多 的 般 数 ,假如 了 ELipa 在 召 (| 召 |>D 上 成 立 (0<a 
<1) ， 那 来 我 们 就 能 改 m =Otnr") 和 6; 一 0(nz")( 偷 就 数 学 会 刊本 
L. M. 8. 38, 1958) , 1956 年 , 在 (牛津 ) 数 学 季刊 (Q.J.M.7) 上 , 肯 尼 
迪 还 证 明 假如 2) ~ (ay $08 rx0 十 Br sin rg0) 在 一 区 间 上 ELip a 
(0<a 过 1), 那 末 当 

Ni= max (my — m1, N+1— Wh) 0 
时 ,我 们 就 能 断 诗 一 O (ne“) 和 Bi 一 0 nz")， 这 是 M. FE. 挪 勒 耳 
(Noble) 定理 (德国 ,Math. Ann. 128, 1954) 的 改进 ,事实 上 , 挪 勒 耳 在 
条 件 wz/log mw->oo 下 获得 上 述 烙 果 的 . 
这 里 计 论 如 下 的 间 题 ”, 假 如 了 (9) 只 在 一 点 “具有 Lipa 的 性 质 ”， 

那 末 对 于 ax 和 Bi 能 说 些 什么 ? 下 面 是 M. 多 密 起 (Tomi6) 的 定理 
(J. L. M. 8. 87, 1962), 


定理 7 设 /(9) ~ 导 (arcosmsb 十 Besinmsb) 是 一 个 畴 条 数 特别 多 
的 富 理 埃 般 数 ;在 一 点 00, 假如 
“(00, 8) 一 ,sop |f (Oott)—f(00)|=0(8") (0<a<l), 
那 末 [oxl 和 | Bu 都 是 0(new19)， 
【就 明 】 我 们 不 妨 假 设 名 一 0， 改 入 一 min (一 9r-l， fe+1 一 my),. 


“这 个 问题 , 斋 庭 落 在 数学 学 报 第 14 餐 上 完全 解决 因此 改进 了 定理 ?7。 


7. 零 系 数 桂 别 季 的 级 数 243 
Py_i(0) =2Ky_1(0) = 1+3 福 (1 一 和 天 ) cos10， 


则 乘积 Sw(O) Px-1(9) 中 一 切 项 都 不 会 出 现 cosmag 或 sinmx9. 因此 ， 
乘积 Sn Px_1c08rm0 或 是 Sw,Pn-isinmz0 在 [一 wr, T] 的 积分 等 于 0， 
从 而 
| ax__ 1 
= | (0) -Sa (0) Py-(0) si mb dO 

成 立 ;事实 上 ,Pw-s (6) sin mg 具有 形式 

和 (1 外 各 g)9+ (mw 一 g)9]} (p=0 时 ,1 一 名 是 去). 
由 是 一 一 季 写 ?% 一 % 一 一 


|ax| 64 Bn fr a | Ca 
< ees no 
一 .十 vs 十 .7a， 
起 cs(2) 是 所 [ 访 的 费 耶 平均 , 那 末 
二 | len)-F(0)168=o0GD， 
置 wwii 一 m, 则 得 


{ .18.00) — fC0) la 


5 | |(m+1) (om—f)— wt1) (0 —f) | =0(1). 


TE 


由 于 费 耶 的 核 于 Px-2(9) 适合 于 


We 
sup, | Pa-1C0) | -0( Ny 由 


所 以 得 到 Js 一 0(-)=O(nz3- 信 ， 同 样 可 得 Ja 一 DGix8 9， 
最 后 估计 万， 我 们 必须 研究 17 (0) 一 Sh(0)1， 发 De CD) 一 
十 > co 中 ， 划 | 
TT 
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8,(0) —f (0 = $0, Ds), 
${0, = 了 0+ T+f 0 ~270). 
由 于 
RW = D, 全 
一 《和 一 人 用 (十 J 《oz 一 多 一 2) cos (n+r) 8 
所 以 | 了 (9) 一 8,(0) | 不 大 于 


Fi | ece， t) | |imFR mt) —nKa-1(t) [a 
1 

I 2 汉民 jade,D1 

,，。 1 1.| 

3 一 一 9in2 人 二 

sin? 可 
一 了 十 了 2 十 了 s， 
1 


这 里 于 =0(1), %=ng, MW=r1, 
由 于 mn>A>1, < 工 ; 所 以 了 不 大 于 


9 a | sin sm Hsin 3+ 
2 ‘Sup ,2)|*。 - at 
2 (m —n) nn 0 sin’ 二 

1 3 a i 
ee ds 26,) (mm — m2?) 5 而 福生 十 开 0， 26,}), 


易 知 Ia 不 大 于 


” a 
[$0, 0) | | -oT 
sIn st 


2x (mm —n) ee 


lOlaon 
/mn)<lt| ein 


< 7 00, 28,) 于 (到 于) 2 <w0, 28), 


2 (Mm 一 
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工 
Ts< Ti on I$(0, la=0( ca) 
总 车 起 来 ,存在 满足 下 式 的 常数 O 和 Cr 
人 
[fF(0) —S8.(0) | <Cw (0， 26,) Hn 
利用 这 个 类 果 , 我 们 得 到 
.<| Cod0, 26,) tm | fo Pei Qt 
人 
是 3, 一 5， 央 (ty 一 0) 总 一 (mm 一) 95> 从而 
J 0 On 3) =0 00%), 
获得 一 0 (mr 7)， Be 一 O(n sz) ， 定 理 证 毕 . 


号 再 论 零 系数 特别 多 的 富 理 埃 航 数 
定理 1 设 Kb)~ 习 (ou coswb 十 pssinrag) 是 堆 系 数 特 别 多 的 富 理 
去 静 数 ， 假 如 在 某 一 区 亲 上 #0) < 十 oo, 那 示 习 (|o| 十 16s)<co。 


这 是 A. 齐 革 蒙特 的 定理 (1981). 
{证 盟 】 我 们 将 名 [1 写成 于 puoos (rag +68) (pe20), 衣 fo 是 一 
个 很 大 的 数 , 要 证 px < ce， 不 sd (i). 对 于 a 之 0 


(s< 二 ), 取 7 适 合 


2 
Ve 
Px(0)= 1 [tooslmewd tO)] (=1, 2, ,7) 
一 1 十 Ga(6) 十 Ga(9) 十 … 十 Ge(O)， 
Ga(O) 一 己 coa(msrg 十 guir)，Ga(g) 是 两 个 余弦 因子 乘积 的 和 ，……， 
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瑟 
GO) 一 II C08 (ykrO 十 Ourpr) 


其 中 的 G,(9) 可 以 写 威 全 (四 十 全 ,vr1( 四 十 … 十 Gr(9), 这 里 Gt9) 
中 各 项 最 高 阶 的 因子 是 ee ee 入“ 个 余 
蓄 项 cog(v0+0! ) 的 和 ， 和 的 系数 是 二 1 2 rE (me LT 7 ? Wttr i 


(参见 $7 定理 6 的 郑 明 )， 由 是 , z 之 于 mn; 从 而 


|f eostwer ora < 了 < = 


La 
$jr 


由 于 Pur (9) = 加 遍 Gw(9), 所 以 


“大 e+ 四 | 


Prijr ey | pC 1 9” -1 itr 
Sg 4 2 
< 各 er 人 Wespr 4 t+ a } Wm 全 一 2 
由 是 ,对 于 很 小 的 ?>0, 我 们 可 以 取 足 够 大 的 mi 使 
(| tp (0) —11 | <n. 


[ [Ps(0) —1]a0 


现在 估计 积分 
| Pae(o) eos(mg 二 aag .(m: 皮 数 , a: 常数 ). 


当 mx 不 等 于 任何 wezr 时 , 那 未 对 于 人 G9;(9) 中 任 一 项 Se 3 
成 立 着 |m— PA- SA 从 而 


|f eostimg +a) cos +8) | < 二 
由 是 


1 <_ 4 


mp| rr 


十 
» 


| 训 A cos (mg 十 四 d9| 
本 2 
< 世 二 习 加 (1)。 Dt Re Risir Rr 
[feos (m0+a) Pr (0) ug| 


2 2 2 2.4, 所 
~m pa Yor ~ 1 一 2 < 
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这 里 秽 二 mg 之 和 ,MN 天 人 pj (这 是 落 在 Pi 中 的 ) . 
假如 避 等 于 某 一 mmsw, 部 来 置 Pix (09) 二 [Ll 十 cos (myw0 十 0411r)] 
“Qax(9)， 我 们 见 到 


| Cos(nurwO + Or) Pia(O) dd 
~—| eos (me + O14) Qin CO) a0+ | cosr msl + Our) rr (0) a0 
el 1 3 
~ @u(g)eoswsrg 二 ga8 二 一 [Qa 0 
I a 
十 可 [ ir 《分 CoS (Znm 本 地 史 203y) CO。 
到 适 当 大 的 入 ,我 们 可 使 第 一 项 小 于 7, 第 二 项 与 (B8 一 0) /2 的 差 丰 于 
去 9 由 于 1>2/(1 一 26)， 所 以 
(1+26) mrg_Dr 人 2niir <mirormrll 一 28 ) ， 


从 而 2n4syr 不 属于 任 一 [mzm (1 十 28) ,mrtiy(1 一 22)]， 上 式 第 三 项 
的 积分 小 于 诗 ， 总 精 起 来 ， 


|f eosinrsb + Om) Pin(0) a9 —£ 32 | < 
假如 在 (a, 6) 上 , Ss(9) < 下 ， 那 末 
Sar(0) Pi (Od0 < NM (Pus(Od9 < M(B—at) 


< (7+n) MM. 
另 一 方面 ,上 式 左 蜡 等 于 


r 


FE-1 8 
衬 高 Ps+fr | 008 (nasird + Oot) Pir (0) ad 


Kl a *+ 政 --1 
> Dpirr (£ py < —27) 一 对 > 六 Pr 
卫 闻 下 


j=0 
从 而 


五 一 工 


p> Da 他 


a B—a 下 一 r 
sw)Pulb)40> 2 训 Prr 一 2 六 


B—a 2 by 
一 7 疡 pnr 一 TA 


248 第 三 章 ” 富 理 块 烽 数 的 强 性 永和 以及 概 收 旬 


关于 4 相 加 : 
Er 
2 pr: 
假如 < 二“, 闭 末 我 们 得 到 
Sl pe< 和 十 2m 十 站 <co。 
1 B—a 


发 0,(9) 是 SL 有 1 的 费 耶 和 , 那 末 
扣 
Sx(0) ~ or (0) = Dinups eos(nsO + 0,) < 二 六 wm 


<(px+ 元 PE-I 十 … + pr) 十 Daax pr (+ 
<O (max pv) TO Eh Le (K>b). 
很 如 在 (a, 86) 上 , (9) 志和 1; 从 而 ca(9) 世 屠 :因此 
Sr(O <Mit+s (K>A. 
利用 上 上 面 所 得 的 糙 果 , 了 ps< ce 诈 明 完毕 . 
定义 裔 {nw} 是 一 自然 数列 ， 假如 任 一 自 然 数 印 可 以 表示 耻 册 
二 oy 十 no 或 mw 一 m4 一 %m 的 式样 的 种 数 是 有 界 , 那 末 称 fn)} 具有 性 质 Ba. 
系 ， 尾 一 缺 项 特别 多 的 自然 数列 {rw} 具有 性 质 B,， 
【证 明 】 疏 和 > 则 西数 台 和 灾 的 和 郊 灌 足 m<n<m (1 二 直 )， 


入 . 
名 Ti 


而 两 数 的 着 % 二 "4 一 4 适合 mt 人 (1 元) nm, 朗 


入 
季 过 和 ek 之 各 I 


由 是 , 当 % 丰 Wi n 一 翅 士 m 时 ,成 立 着 二 了 ”<m<n 天 二 了 ， 避 区 
间 ( 二 和， 夫 工 中 中 最 大 的 加 是 mt 最 小 的 各 是 ms 


入 入 
人 
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由 于 nets/m 之 二 ,所 以 知 < 之 十 了 ,s 是 和 名 无 关系 的 . om 可 以 取 ww， 
ngtis ,Mgts 中 的 一 个 数 ; 而 入 可 以 取 和 0 一 % 一 Wg 或 是 号 一 纲 一 这 ， 
对 于 一 定 的 nw, 只 有 有 限 ( 有 界 )} 个 t%, 从 而 只 有 有 限 个 mw， 证 明 完毕 ， 

定理 乙 ”假如 {mp} 具有 性 质 Bs, 那 末 当 卫 ( 咀 二 Bi) 天 ce 时 ,三 角 
狼 数 也 (arcoosm6 十 Brsinma9) 几乎 处 处 收 租 . 

这 是 块 尔 壮 许 (P. Erdis, 匈 小 利 人 ) 的 定理 (美国 麻 省 理工 学 院 数 
理 期 刊 ， 1948)， 

假如 所 屋 般 数 的 堵 系 数 是 特别 多 的 , 那 末 定理 2 就 是 $7 的 定理 1， 

我 们 首先 建立 西 童 (8S. Bzidon) 的 . 

引 理 1 假如 {mz} 具有 性 质 B,， 那 未 两 个 三 角 多 项 式 


T(0) = ot Cn 0 


都 满足 不 等 式 
人 [7(0)]4d0 二 C (| FZ(9)]sabg) ， 


C 和 CC 无 关系 ， 
【证 昌 】 帮 端 的 积分 等 于 


(总 4) -总 4+ 加 总 49) 
届 22(0)~ 他 十 局 soos40, 则 上 式 等 子 zx[ 计 .如 十 襄公 |， 祥和 
地 计算 起 来 ,以 余 落 历数 为 例 ; 
T*(0) 一 | 名 meosmp|] 一 eos mb+ 罗 i cos mb cos np 


+ 二 > cc;(COS (ny 二 7) 0 十 C08 (ng—7)0). 
. 由 是 Apcos pO 办 二 TW 十 Wy 或 是 名 一 | nr —ns | ， 内 市 - 


4 一 训 六 oo (2 一 各 十 9 或 是 人 一 | 咒 一 杀 | )， 
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由 于 {rx} 具有 性 质 Ba, 所 以 上 式 中 项 数 不 超过 与 无 关 的 -一 个 数 s. 
因此 
入 0 < 向 光 中 
< 4. 
由 是 序 得 所 要 的 车 采 . 
引 理 全 设 有 %* 个 实数 gj, 083, ,an， 其 平方 之 和 六 o 二 8, 区 
必 有 如 下 的 代 
名 十 于 一 0 侣 十 碍 十 二 他 1 寺 a 革 训 ， 十 a1 十 …… :十 品 坏 可， 
lal<lal, lel<|al. 
【证 明 】 假如 存在 如 下 的 4: 六 中 一 ,如 3 一 也, 那 末 必 1~=g 十 1 
or+1 一 0， tri= grt 


好 了 . 假如 不 存在 如 上 述 的 9?,， 那 末 有 如 下 的 所 


民生 … 十 只 1 之 万 


一 吗 十 虽 十 … 十 噬 ， 
正 数 误 一 (@G3 十 … 十 吃 一 5 小 于 吧 , 而 
二 (dt ta) =e— (5—0) -oe 
一 豆 十 3 一 党 . 
真 此 ,时 ci Ey tao, Wa! ta mq, 


d= <, lofl=|al—ladl<lal. 


由 于 Qe2<8, 所 以 att ta ta = + a 3 


2 
人 二 … 二 加 一 种 8 一 路 十 (一 全) 一生 一 8++aP 必 生 
3 


pp a 
引 理 2 道明 完毕 . 
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引 理 3B 设 ou(e) (0<w<1; n=0,1, …) 是 一 个 就 范 的 直 交 而 
1 1 
数 系 ， 从。 (2) -= Dope), 剧 当 去 十 过- 二 0( 一 )， 
mc 思 8 Co) /mn 概 收 向 于 Fo) 时 ,而 数 型 Sow(o) (一 1 2， …) 
在 (0, 1) 上 松 收 敛 于 re) 
【证 明 】 证 on Wa [Saokz) 十 … 十 So ， 则 因 
必 (2) 一 Cn(2) 一 
我 们 见 到 
| [SC%) le)]? do— Try 名 i 


wT [e191(%) 十 202p2 (4) ss nospn Ce)], 


从 而 


| [so 一 cos]” dz = ren > 


2 
0 


p=nx-1T1 i= kb 


-之 | $0lna)| = O08) =00). 


由 富 弦 尼 的 定理 ,Sm(%) 一 om(z) 概 收 禾 于 0， 因 此 
Fo 一 SO 一 [Fe) 一 ckz)] 十 [az) 一 Sec)] 
概 收敛 于 0， 证 明 完 毕 . 
【定理 2 的 证 明 】 置 Pn(9) = 二 of CO , Bm — 2 邮 ， 


2 2 ,at 


区 因 "十 2" 二 .9.2 下 引 理 3, 朋 数 
EPn(0) ~E Vm (Soe) 


几乎 处 处 收 儿 . 因此 ,要 证 了 arncosmx9 是 一 概 收 做 栅 数 ,只 要 诈 朗 : 当 
Dm < < y+1 时 > 
3 orcosmd >0 (m00), 


2 Hr 


”我 们 暂 称 引 理 2 中 关于 &1,…, or 的 处 理 , 为 将 01,，…, % 的 午 方 
和 划分 为 两 部 分 ， 现在 将 Pn (0) 的 除数 ary 计 直 Carl 的 平方 和 | 
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4(Pm) 划 分 为 机 部 分 ,再 将 每 一 部 分 的 平方 和 划分 为 两 部 分 ,超过 * 次 
。 将 Pm(9) 的 系数 ， 以 平方 和 划分 成 空 个 部 分 ， 妃 所 划分 的 部 分 
卫 吕 (9 《一 1 2 2 ， 那 未 


4 网 = 名 G1, 2 1 2). 


圾 满足 1P 妨 (9)|:>sY -名 的 9[9E (0, 2r)] 的 全 体 ,成 一 点 集 了 吕 ， 
则 

人 PRC)Tag>| PRO) 9> 2 Bl. 
另 一 方面 ,由 引 理 1, 成 立 着 

2 3 了 

人 tea0<o {| trROT: ,| 


=C[mA(Pm)1’=—K 


» 
这 里 区 是 一 个 常数 ， 由 是 | 半角 | 过 玖 en27s8-2 (i 一 1, 2,…, 2)， 坪 
BO HH, Ba Ee, 
二 于 多 一 荆 
这 里 的 > 是 是 通 大 的 数 , 将 Pm(9) 分 成 2 部 分 ,使 其 每 一 部 分 所 含 闷 
多 于 两 项 ， 蕊 Hm sup EB»—6. 由 于 
[En <éen Ts =O(sn), Dem=T Ro0, 


所 以 也 [18m|<< 呈 ，|4| 一 0. 现在 要 证 axcosmnr9 概 收 化, 事实 上， 
宪 在 CE 上 到 处 收敛 ,证明 如 下 . 


发 goEOG， 则 必 有 oao: 当 名 宕 mo 时 ,6 可 = 阅 B9; 从 而 
IPR(O0) 12<swV en2 7 《8 一 工 , 2 2) 。 


或 个 可 以 全 明 
a QAx COsnedo| < sa ,| 二 > (svVen2 


事实 上 , 炎 过 一 次 又 一 次 的 划分 , 最 后 可 能 还 留 着 一 个 项 , 这 就 产生 着 
max jaz| 的 一 项 于 上 式 ， 由 是 ,上 式 左 端 小 于 
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Vien+els BVT T=0(e#) =0ll). 


由 是 , 了 arcosmx9 概 收 铸 、 同 样 可 证 Brainmnr8 概 收 仇 . 证 明 完 
毕 . 

后 来 ,我 们 将 举例 议 明 : 几 乎 处 处 收 鱼 于 0 的 三 角 般 数 未 必 系 数 个 
个 都 是 0， 但 是 在 等 柔 数 特别 多 的 情况 ,我 们 有 如 下 的 

定理 设 耳 (arcosmm0 十 Brsinmw0) 是 一 个 零 系 数 特别 多 的 三 角 
般 数 . 假如 这 个 严 数 在 正 测度 的 一 个 点 集 五 上 收 敏 于 0, 那 末 o% 
=Br=0 (= 1, 2， 站 

在 站 明之 前 ,我 们 上 先 芷 明 

定理 3' 假如 定理 8 中 的 般 数 在 恕 (] 召 |>0) 上 收 做 于 并 对 连 症 
西数 五 (的 ， 那 未 逐 项 微分 而 得 的 笑 数 

了 mw(BkcosmO 一 azsinozD) 

在 加 上 概 收 伍 于 (9) 的 渐 近 导数 (09), 并且 并 咕 ( 吕 十 B 人 <ce。 

这 是 齐 革 蒙 特 (TAMS 384, 1932) 的 定理 . 

【 心 明 】 点 集 召 上 的 起 对 连 核 画 数 (9) 的 意义 是 :存在 含有 卫 
的 一 个 区 间 , 在 此 区间 上 的 一 个 契 对 如 蒜 夯 数 p(9) 适合 于 

gO)=F(0) (YER). 

在 上 述 的 区 问 上 ，p'(9) 存在 的 的 全 体 成 一 点 集 五 , 互 的 密度 点 所 
成 的 (最 大 ) 点 集 是 已 :， 设 Bi=EH, 则 | 吾 :| 二 1B| * 

这 里 我 们 应 用 饲 里 耶 诗 夫 (T. 工 ymparop) 的 引 理 ( 放 明 在 后 ). 
对 于 尾 一 正 数 s, 如 ; 中 存在 如 下 的 子 集 如 以 及 砚 了 0: |8i>1B1| 一 s， 
当 加 EZ 时 ， 

GoT I ER, Ooh ED. 
由 是 , (F (G0Fh) FO—h)) /2 = (pt) ~— (00 ha) /2h > 
9 (60). 另 一 右面 , 当 0EB 而 0-=>Bo 时 ,成 立 着 
FO—F(Oo) 过 2 全 二 9 —>p! (80), 
一 “mn 


一 让 
因此 , 在 点 6， 渐 近 导 数 Z(bo) 存在 而 等 于 pg' (名 )， 从 而 , 在 2 上 
成 立 着 
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#700 he 

由 于 & 的 任意 性 ,上 式 在 吾 上 几乎 外 处 成 立 . 
其 次 ,我 们 要 新 明 o>0,， Bx>0， 更 一 般 地 ,我 们 可 以 从 

pcos not+o)—>0 (WEB, |E|>0) 
断定 p>0.， 或 是 证 明 |cos (nw 十 an) | 在 五 的 积分 大 于 正 的 常数 就 够 
了 ,这 是 
Hm | 2 cosa(n8 十 om)d9 一 |] 如 | 
的 一 个 结果 ， 最 后 的 积分 等 于 

| 人 于 cos angoos2a, 一 sin nb sin20,) 00_>| 万 |， 


事实 上 , 召 上 的 特征 页 数 的 富 理 埃 系 数 是 


1 | C08 £9 dg—»0, 
SIN 


TT JE 
现在 ,从 mw>0, Be>0 导出 访 m《|ow| 十 18s|) 0 (ns) 等 式 的 
左 端 小 于 


nirm max (ax| 十 18xl) 二 maxf|as] 十 1Bsh)ax(1+ 革 十 -二 十 …) 
K< 直下 > 二 和 A A 


=na0 (4) to (oo =0 (nn) 
由 于 
te eh 5 em Coos m60-+- hn) ~o08 ma (Oo ~Ah)) 
+ Br (sin na (Oo+ hn) —sin ne (go 一 局 ))} 
En (—aysinn ot Brcosns Oo) mp (go). 
设 Ss(0。) 表示 顾 数 8 一 卫 mu( 一 au sin mw6o 十 Bs cos mw0) 的 开始 上 项 的 
和 , 那 末 ,出 于 os 一 0 (了 ) ,Bs 一 0 (1) ,上 式 可 以 改写 成 


Jim 人 [ sin nehn _ Sinnstrihn | Se do] 一 Gu 。 


A200 gy hy, 多 Ke ha 
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这 是 对 于 服 数 S, 用 |awwl 求 和 法 可 以 求 和 的 表示 式 ,这 里 


Ee sin rm fon SiNn ns +1hn 二 1 Sin $1 hn 
i Me on Migr > Wo. N11 hn 
这 个 求 和 法 满足 如 下 的 条 件 : 


lmama—0 (k=0,1,»), 

翌 o- 0- 呈 Sin roy 人 A 于 +l 

由 §7 定理 8 的 让 明 ， 我 们 断 于 : 毅 数 了 吕 (o8- B28) 是 收 敏 的， 所 以 
S 是 一 个 富 理 埃 人 级 数 ， 它 的 雾 系数 是 特别 多 的 , 8 几乎 处 处 收 敏 , 在 

吾 上 , 它 概 收 合 于 .WD (6)， 定 理 证 毕 ,我 们 还 要 证 明 

岛 里 耶 讲 夫 的 引 理 ”发 召 是 [a, 了 ] 中 的 一 个 正 测度 的 点 集 , 则 对 
于 任 一 正 数 s, 存在 点 集 刀 ., 当 BE 吾 . 时 ,9-Fh 和 9 十 加 都 属于 吾 ， 
这 里 加 上 0，| 吾 :| 盖 | 吾 | 一 8， 

【让 明 】 当 0&E 太 时 , 6+hE Bs; 当 昌 E 瑟 时 ,0 一 KE 吾 的 话 ， 
我 们 称 万 为 吾 的 态 移 动 点 集 ， 

屋 jg ， 访 ( 信 ， 太 (9) 分 别 是 点 集 召 , Bi, 召 -s 的 特征 画 数 , 则 


因 

(0) =f(0—D, fa(0) =f(0+D, 

我 们 得 到 . 
[BEB |= F000) FC0+6) 0-Aa0, (BI|—| 7°(0) a0. 

因此 : : 


0<|B|~ BE,B,|— || FO ET 有 7- 及 一 产 O)]68| 
< CH 有 EC- 朋 -AD)1ag+| + 及 -FOODag 
<| -及 -7O)160+| 176+ 及 -0)1ag->0 (>0). 


现在 对 于 e>0, 取 惫 使 | 吾 | 一 | 五 -五 百 < 天 se2 4。， 旺 
B= IH (B-m BE,,), 
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则 BCC, | 召 一 本 |< 卫 sf" 一 半 e， 从 而 | 配 ! > | 也 [一 去 s， 取 
B,=Eo, 则 当 goE 太 .时 ，boE 可 BB:, (Wn=1,2,.); |B,.|>|B| 
一 6。 诈 霸 . 

避 5 是 一 奇 的 又 数 ,0<4<1; 我 们 康 知 : 当 ob>1+ 包 (1 一 6) 
寺 , 连 蒜 画 数 了 (9) = 二 a”6085"9 无 一 处 可 以 微分 (参见 : 著者 的 < 实 丽 
数论 > 第 关 章 $6 定理 8) .但 是 假如 只 假设 0<a<1, 8 是 适合 42 之 1 
的 整数 , 那 末 ,由 于 

ra? = (brat)3>1,， al=o0 

所 以 定理 8 告 六 我 们 ，F(9) 在 任何 正 测度 的 点 集 上 , 不 可 能 具有 柱 对 
连 丢 性 ,从 而 几乎 处 处 无 渐 近 导数 ,更 不 必 阁 “有 导数 "了 . 

【定理 3 的 证 明 】 由 定理 8', 般 数 马 (arcosns8 十 Bpsinmwp) 是 一 
个 作 [F1, 在 也 上, F(0)==0, 持 卫 

Dnw(Bycosrmmd — or sinnrl) —0, 

对 于 这 个 授 数 ,我 们 还 可 以 应 用 定理 3 ,等 等 ;我 们 断定 


E+BD) <oo， 加 
在 上 成 立 , 1@|==| 玉 |. 
瑟 着 i (ox Og MO + Br sin ng) =r cos (nd 十 az) ; 那 雪 


0 {mx CoBnad + Brsinmd} =0 


| [加 mo more) [o> || 


当 v 足够 大 时 成 立 , 这 可 以 内 87 定理 8 的 证 明知 省 由 是 , 对 于 足够 
大 的 加 (与 s 无 关系 )， 成 立 着 


3 
加 | 多 | < | 匀 人 (arcosrmd + Br sinmxg) | ag 


< 人 (woosmad + Besinnad) | d6 


9. 老 系数 畦 别 多 的 一 般 数 257 
从 而 
,Dn 2° (0 + BE) Rs 售 : ne (oe B82) , 
假如 存在 一 个 使 史 十 B00 (61>ho), 闭 示 从 上 式 得 到 
“Hon, 323 Sx Ko 1 bE 
1<( 急 ) <-g[GEB7 训 (全 ) (oi+89， 
全 8s->co， 右 山 的 极限 是 


_ 


(Gl) okt Be) 
而 左 端 趋向 了 于 co, 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 , ox 一 Bx 一 0 % 之 和)， 
现在 我 们 达到 如 下 的 结果 : 在 吾 上 上 成立 着 


总 (or cos nd + Br sinnsd) 一 0 
由 于 | 吾 |>0,， 所 以 一 切 m 和 Bs 都 等 于 0， 诈 明 完毕 . 


9 . 堆 系 数 特别 多 的 一 航 数 
速 神曲 芒 < 一 万 人 ,%g 一 8 人 (0 (0<#<1) 可 能 填 满 一 块 面积 , 通常 
称 这 种 曲线 为 彼 阿 讲 (Peano) 曲线 ”， 设 7G) 一 部 oz' 在 |z| <1 上 


收 化 ,我 们 要 间 有 没有 可 能 
fles) 一 唱 (6 ) 十 5 (6 ) (O00<2r) 
表示 一 条 彼 阿 诺 曲 锋 ? 这 里 4(%) 一 Re (2) ; v(%) 一 JIm 9{2). 
RR. 沙 勒 姆 和 A, 齐 革 竹 特 《于 克 数 学 期 刊 12, 1945) 证明 了 如 下 
的 苦果 . 


定理 1 讼 $<2<1, 整数 4 不 小 于 100, 旭 当 :一 6 (0<0<2x) 
时 ,一 般 数 忆 5m" 表示 一 条 彼 阿 闭 曲 各: 
w= 3 neosarg ， vw— 2 br sin gg. 
这 个 定理 ,著者 们 是 从 下 述 一 般 定理 导出 的 ， 


” 六 ' 省 昂 车 者 * 实 醒 数 询 > 第 四 况 和 4. 
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定理 二 设 mr/mw> 和 >1, 忆 |o|<co,fG) = 字 ozm。 假如 有 

ho， 当 入 >>AXo 时 ， 
EE +…+Mzlo| seo) 六 os| ， 

那 末 / (e”) 填 满 一 个 正方 形 . 

在 证 明之 前 ,我 们 应 蕨 注意 : 光 是 了 (2) 一 习 auzr 的 雳 系数 特别 多 ， 
f (en) 可 能 并 不 是 一 条 人 彼 阿 放 曲 继 ， 例 如 

fla) Bb” (0<00<1) 

的 应 P 人 ) 在 |z! 一 1 上 处 处 存在 . 

又 这 里 的 ho, 不 明 其 为 何 数 ,可 能 N=1, 但 是 很 不 显明 . 

【证 明 】 辕 %% 一 re 91 守 0, 于 (6) 一 好 十 20， 

eos (mp +¢n) = (9) ， sin (nb 十 各) = Be(0), 


从 而 v 一 六 mx4x(9) ， 5 一 习 六 了 (9) ， 我 们 将 证 :正方 形 


[en Pn < ln 
中 的 任 一 点 切 是 有 日 满足 Fete) = 十 如 的 ， 这 里 
2 | 
< < ， 6 二 6 (NA)，, 
, 23 (1-+6) 欧 一 
这 种 ?的 存在 ， 是 需要 条 件 
9x2 1+e) (Bl <H-eN DD) 
的 . 因此 ,我 全 假 识 
oO0) AND 22 (Bh— 1) 
和 (一 全 上 十 3zr22(5 了) 
这 必须 和 (一 1 们 ) 一 2w23 (5X 一 1) >0， A ( 易 知 和 过 91)， 


上 述 的 w 满 中 29 (e+D(1++ 天 于)<V 台 (1 一 0) ,从 而 


olVB+42) VT —2n— 7 (e+l) <VE-— 一 2 一 寺 2 (e+. . 


9. 圭 系 数 畦 别 儿 的 一 般 数 259 
下 面 的 事实 是 容易 许 明 的 :假如 正 项 收敛 锋 数 s 一 之 7r 的 项 六 满 
是 ra<ywarHi 十 nxs 十 … (7 一 1 ,2,…), 那 末 对 于 (0, 3) 中 的 任何 数 %， 
… 取 适当 的 Br se 一 二 一 0 一 一 必 可 写 辜 % 一 之 en， 
由 假设 , ?p<c (rs+i 十 rzfa 十 0) ,从 而 
rst rot rset (CTF1) (rorit rorat":"), 


所 以 


(VTE rE Tn thd) Ds. 
kn+1 和 一 1 Ep 
写 着 =0, 3 一 20 [rz 2 十 raXa 3 十 … 十 ?pi 《PD 一 2, 8, …), 卷 末 


和 正直 _ ez 开 
:= 2 {rt (p>1),， 
Pp 


2 Oy = D5. 
这 样 一 来 ,我 们 获得 一 个 下 文 有 用 的 “基本 不 等 式 ” 
(V4) rs MT 9) (rosi 十 rats 十 …) -2 写 2 , 


由 于 合十 … 一 关于 (71 十 …) ,所 以 我 们 所 考虑 的 正方 形 是 


1 


(—2 Yn) rt pa “< (2 3—n) Sr. 
这 里 我 们 建立 一 个 数论 性 质 的 
引 理 ”发 {mw} 是 一 个 艺 数 叙 列 ， Nori/ wh > 2 {ax} 是 一 个 数 
列 ; 2 <9<m， 那 未 在 单位 圆周 上 ,存在 如 下 的 一 列 图 弧 To 7 …: 
1 忆 -75Dp 九 的 琶 是 等 于 -22， 对 于 7x 的 任 一 点 1， 有 整数 ms 
二 mz (站 满足 不 等 式 
| [rt — og — 2 rr| < 了 。 
引 理 的 诈 明 是 简单 的 . 于 ma 个 点 
esp {Got2gn)ni} (9=0,1,.%…,m—1) 
中 , 任 取 一 点 ,作为 J 的 中 点 , 71 的 惑 长 是 2 六 含有 下 列 四 个 点 
exp Vast+2gn)nal} (9=0,1, ,Wa— 也 
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中 的 至 少 两 个 点 ,以 其 中 一 个 为 7 的 中 心 , 作 长 为 -各 的 圈 弧 。 故 束 
J1 和 J 上 的 点 tt 分 别 满足 [nmi 一 ar 一 2zmz| < (二 1, 2 是 旺 然 的 . 
这 个 论 法 可 以 继 午 进行 不 止 ,从 而 知道 引 理 成 立 ， 

证 £1, E232, "人 都 是 整数 ， 任 一 sz 是 1, 3， 5,7 四 个 数 中 的 一 个 . 
由 上 述 的 引 理 ,存在 着 如 下 的 图 弧 : - 
.Ji1(e1) 站 va(81) 83) DslE1, E49, 838) IO OE(81, 69, 


的 长 等 于 -和 2， 当 i€E Ji(81,…, en 时 ,成 立 着 不 等 式 


"y ap) Ds 


c0g (mf + pe) 一 008 一 |<w， jsin (nat+ $y) 一 sin -5 | <n, 
这 些 式 子 , 当 sp 一 1 时 ,可 以 写成 
2 A EE, Fn Br < tn; 
潜 Ek=3, 其 
1 1 
EAD OF ncB, (<I; 
车 sx 一 5， 则 
II 二 各 _ 工 一 工 
—2 3—hy<A) < nn, 一 2 一 分 所 月 二 一 2 +n; 
若 En 二 7， 则 
_1. 
人 (2) 一 2 十 i Br(t) <—2 23+. 
一 时 | ee 2 
种 包 一 (2 2 十 7) 9 二 (一 2 3 十 7) 这 ry 十 p20 则 
二 2 天 一 
a oo oo 1 co em 
i we ? ce 
(—2 十 放 名 Tw 2 oP p22 
胡 左 蝎 的 数 为 迪 ， 右 端的 数 为 Wi。 我 们 所 考 访 的 正方 形 是 


2W1 RR ww 。 


现在 分 做 下 面 四 个 情 沈 : 
(i) (0") (vw), (ii) (0) (vw)), 
Gii) (Ww ) (Va), Gy》 (ww) (vw') 


来 考 卡 ,对 于 名 (i) ，Giii) ,Giv) , 我 们 顺 次 取 81 一 1, 7, 3, 5， 在 各 
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种 情况 求 考虑 (8) , 于 J 了 (sy) 中 国定 一 点 二 .假如 w>w', 屠 未 &1 是 
1 或 是 7, 从 而 
人 A (ti) <2 +4, 

Wo— AA) 人 > 人 一 (2 ny T12201 一 (934) 人 1 ， 

WA nu OE ri (9). 
假如 < 之 w', 那 未 (2 一 3) (g 一 且 =0, 从 而 

4 AES 0 
wy— AF 2) 
同样 可 证 0 一 (一 2 于 71<0 一 BG) 之 人 一 (一 2 一 区， 

笠 写 


Wi _Ai(#) 71 


人 1 全 Bi (#1) 1 ” 
则 得 


1 _1 
~ (HDS 0 (2 nr 
1 


更 在 本 w' 一 (2 ra 二 (一 2 证 7) 富 加 十 悦 5o 而 考 虚 四 种 
情 絮 : z z 

(1) Ga) >"), (Ww) (hw), 

(ii) Go) (v1 2"), Qiv) (W100 ) (WN) ， 
并且 决定 sa 如 前 . 于 是 乎 有 J(s1, 83) CJ(e1). 识 志 Ed (8 s2) ， 则 
利用 “基本 不 等 式 " 在 p 一 2 的 情况 ,我 们 昂 到 


Wi—Aa(ts) rs 


+o 
0 : 幼 


过 
403t【( 一 2 2—n) ?3 


这 里 i a, Siret Ba, 4 一 (Gy) Pr Ba, 


Wi— As(ts) ry } a a en St 
1— Balto) ra 量 v~— Bi{i) rr Ba(ts) ra, 
将 4 代 石 的话 ,所 差 不 至 于 很 大 ;事实 上 , [7 (81) |=2m/m, 从 而 


141() — A (i,) LE se : 


262 第 三 章 ” 富 理 埃 圾 数 的 强 性 求 和 太 及 概 收 铬 
是 , 写 着 wa 一 (一 2 本 二 全 Srt Do, w= (OE) S30, 
| Wa | (ta) "1— .Aa (12) Fay 
Vy v—Bi(ts) "1— Balta) ra, 
我 们 昂 到 


Un 
Ws <203 。 
Da 


这 样 一 来 , 记 着 w"' 一 ws 十 串 78, 依照 
(1) (0") (va 00"") ， (1i) (Wa) (v00"), 
Gii) (wa) (Va 0"), Gvy) (Waow"") (oa< 0 ”) 
四 种 情况 ,决定 (ez， ss, sa) 和 如 而 进行 如 前 。 从 而 获得 
-去 W— Aitta) r1— Aslta) ra— As (fs) Ys 
Pe + "> a | 
< Der. 
于 此 儿 妇 代 为 ,，“ 相 益 "是 3g .事实 上 , 妇 和 加 所 属 的 (el， ss) , 其 长 
等 于 知 , 而 
| Gy) —Ailis) 14s(1s) — As {ta) |73< ee Crs + rors) 
这 (Cri reara) <2n( 针 + 7 ) 一 3 
这 个 手 禾 ， 可 以 继 秆 进行 而 无 限制 : 由 于 如 EI (81,…， 8p) ， 所 以 
bot; 又 因 和 rw 和 之 x 都 是 收 伍 级 数 ,所 以 成 立 着 
lim [uw— A ro Ay (ip rs] =—0. 
De 
另 一 方面 ， 
届 1tp -4 和 im<le- 寺 总 mm< 关 站 wm 


<2n (2 


PE 二 十 jy 一 Co+l1j 


从 而 lim[w- 习 如 的 癌 |=0， 或 是 己 如 的 me 同样 ， 
Bl) m=。"。 
证 明 洛 毕 . 


第 四 章 


富 理 埃 级 数 的 绍 对 收敛 
与 绝对 求 和 


1. 著名 的 几 种 绝对 求 和 法 


不 收 做 的 级 数 ,我 们 用 适当 的 求 和 法 求 求 旋 的 和 :相反 地 ,可 求 和 的 
才 数 , 课 以 更 严格 的 要 求 ,例如 要 存 对 地 求 它 的 和 .对 于 歼 查 罗 求 和 法 ， 
弗 克 得 (M. Fekete) 于 1911 年 , 创造 出 如 下 的 概念 : 设 of 是 航 数 多 
”的 第 4 个。 表 的 蔡 查 罗 不 均值 一 -0% 一 0 一 闷 (a 一 DwS,,8, 一 to 十 
下 十 弘一 一 , 著 未 当 姐 数 Zlom—otl 收敛 时 ， 称 Di 可 用 a 般 的 梦 
” 查 罗 平均 法 码 对 地 可 以 求 和 ,简写 着 
PA Ic, al, 

这 里 8 一 lim of. 事实 上 ， 忆 |of~o91|<oo 合 有 六 (of 一 o%) 一 司 
(og*1=0) 

当 了 18, 一 S。i| < 时 ,我们 说 : {84} 是 有 界 变 差 的 数列 。 假 如 
一 般 数 好 ww? 当 0<s<1 时 收 做 , 并 且 在 (0, 1 上 表示 一 个 有 界 变 差 
而 数 , 屠 未 极限 (1 一 0) 存 在 ,此 时 我 们 说 号 纪 可 用 阿 培 丁 求 和 法 相对 
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地 可 以 求 和 ,我 们 写 着 
w=f(1-0) (40 
这 种 移 对 求 和 法 是 忽 脱 苟 (J. M. Whittaker, 1930) 所 创 的 ， 
下 面 是 襄 一 种 衣 |10, a| (a>>0) 更 广 的 绝对 求 和 法 . 识 po>>pi>>…， 
Dn 二 0，Jo 十 十 … 十 Pn->o0， 写 着 


$= Pn So pn-1I1+…… + oS 
Pot p+ "+p 


假如 数列 {4,} 是 有 界 变 差 , 那 末 我 们 届 : 数列 {3} 或 是 般 数 Zuw, 一 一 
从 ,一 t 加 十 … 十 邮 一 一 可 用 下 {pn} 为 系数 的 辑 棱 特 (N. 卫 . Norlund,，, 
1919) 求 和 法 稳 对 地 可 以 求 和 , 埋 且 写 著 
DSIN, po (Slimt). 
裔 0<h 个 吕 ,， 1>0; 写 着 
(0) = wh) 
当 oz4(o) 一 So->co) 时 ,我 们 散 : 卫 % 可 用 入 式 的 上 次 黎 斯 (M. 
Riesz) 求 和 法 (R, 入 ,8) 求 和 ， 假 如 对 于 某 一 正 数 wo, 画 数 wt AX {Cm) 
在 (wo, co) 中 是 有 界 变 差 , 那 末 我 们 写 着 
D581, ) co|， (S=lim wed8(o))。 
这 种 外 对 求 和 法 ,是 村. 奥 勃 勒 许 可 夫 (Obrechkoff) 于 1928 年 所 想 出 
的 ， 
首先 我 们 希望 明白 的 问题 是 : 宫 理 埃 般 数 [用 在 一 点 0。 的 14| 
求 和 法 ,是 否 是 (9) 在 9。 的 一 个 “地 方 性 ”( 局 部 性 )? 从 下 迹 忽 腊 苟 的 
定理 答 这 个 问题 以 肯定 的 回答 . 
定理 1 假如 人 [及 在 如 满足 犹 尼 的 收敛 条 件 , 那 未 
SLF; ol =f (00) (| 41). 
[证 明 】 我 们 不 妨 假 设 06 一 0， 并 且 不 妨 假 设 了 (60) 一 0， 我 们 要 
从 和 人 GEG 了 (一 3 0 (6>0), 导出 J'(7) EL(O, 1) ， 这 里 


1 fs 1—rs 
7 (7) ee 9r cog t+ 73 fF 0a, 
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略 事 误 算 ,我 们 得 到 
0< 27r(1l—o08t) _ (lr)?cof _ 28P.() 
(1—2ro0ogt+7)? {1l—20c0stt+7r’)? Or ? 
这 里 
Fr 的 -了 站 放 证 柯 - 
写 着 


Tor)= 二 | PDIFGHw， 
“至 
我 们 要 计算 | | 了) |ar. 首先 


工作 2r(1 一 oog 及 
二 人 


人 2(1 一 六 cost  _8 
| [ze， 区 GE 1—2rcost+r? Br 


堆积 画 数 是 正 的 ,所 以 我 们 可 以 在 | …dt 的 内 部 施行 | …ar, 从 而 得 
~“ 
到 


Je ro 


-0 由 [ee | 人 
-让 OI | Pr OE Ta stl |. 


认 左 娇 的 积分 轰 尺 , 注意 到 1 一 2r co3 t+73 一 (一 7)? 十 27(1] 一 008， 
就 知道 - 


9 攻 1ft 1 Pb,( IF 
Ks) .170 th 4 1—2r cout+r’ 人 


<a| 1 人 [2 P PA ws dt dr, 
-4 . 
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由 于 g( 引 三 了 (E/NM1 一 cogt EL( 一 Tw， Ww) ( 犹 尼 条 件 ) ,所 以 
EK<8 厌 IF a+ | P(t g(atar, 
末 项 是 一 有 限 数 ,从 而 五 是 一 有 限 数 . 当 costs0 时 ， 
了 一 27 cos t 十 2 人 《1 一 人 3 二 27 一 二 十 972 
从 而 
2r(1l—eost) (1—2r cost+r’) <dr(lt+7’) 2， 


es 2r(l—eogt 
| = Ty BA 


工作 4r 所 a 
<K+L | dr| 17G) [dt=ki. 


这 样 一 来 ,我 们 得 到 


vo rt 二 0 


扫 下 1 十 or Pp Ft 2 ar| fC) [dt <o0, 


这 就 姓 明 了 ELfF; 0] 一 了 (0) (|4|)， 定理 证 毕 ， 
一 般 地 说 , 站 对 收敛 的 毅 数 了 str 必 可 用 (| 41) 法 求 和 | 就 是 说 ， 
台 lww| < 过 oo 合 有 画 数 (7) 一 卫 t%7* 在 [0, 1] 中 是 有 界 变 差 。 箭 单 地 
褒 , |0, 0| 导 |41. 这 是 容易 从 下 面 的 表达 式 
Fi) = Dr, fal?) rr", fr) =f1(7) —f3(7) 
明白 的 . 那 未 |C, xj (a>0) 是 否 包 含 |41? 
定理 他 ” 当 4 之 0 时 , 禁 查 罗 般 对 在 均 法 |0,a| 含 有 阿 培 耳 的 息 对 
求 和 法 ， - 
【 底 明 】 设 般 数 呈 w 的 a 般 第 n 茜 查 罗 在 均 是 0%, 数列 fu 的 
a 胡 第 即 获 查 罗平 均 是 夏 , 那 末 雄一 mc 一 aq . 车 
Jr) = Er, 
卓 了 (7) 二 之 nwr" +。 当 a>0 时， 


A lee 司 二 
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从而 


| flare 旦 | 到 |， dna 
=c 翌 | 至 | 人 ,Bo ntD)= lo-ot |<o0. 
证明 完毕 . 


另 一 方面 , 存在 发 散 的 有 界 航 数 和 Cu 它 可 用 任 一 正 阶 。 的 求 和 
法 |0, se| 求 和 (数学 学 报 3, 1953) . 改 
Cmi=1, Omri=—l1 (m=0, 1, 2,...); 
GO=0 Wml, n¥m!ltl, m=0, 1,.), 
我 们 不 妨 假发 。<1*， 


= 


让 匀 (e- 1)s PC 一 友 十 说， 


[于 


= cn > (e—I)nv vO,, 


当 本 中 的 > 一 吧 ! 时 ， 
《2 一 了 2 十 《8 一 和 oa 二 Ci - 
一 ?KE 一 二 -一 (2 寺 工 ) 《es 一 工 )。 wz 5 


ER 人 -1) =0 (n+). 


适合 m1 ee 从 而 

| | SS 8—1 

吕 人 ~ 辣 0) 
在 区 问 (各, n) 中 ， 只 有 一 个 ml 因此 ， 


ss miCm+ 忆 及 Oo-mDram) 


二 0 mt <H<2m! 


TF 


= + 访 0( 汪 二 ) 一 co。 


m0 mt! a 0 


记事 实 上 ， 开 in 一 8 (10,81) 的 话 , 了 二 5(|C, ?1) 4m>8), 这 在 万 格 具 股 良 区 
{及 . Kogbetliantz) 子 1935 年 在 法 国 数学 会 的 公报 上 发 表 的 定理 ,下 文 我 们 将 有 旗 明 . 
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由 是 


这 就 证 明了 zo 的 i | 风光 但 是 , 之 cn 虽然 有 界 ， 宅 并 不 收 
敛 . 

另 一 方面 ,存在 着 |4| 法 可 求 和 的 珊 数 ,不 可 以 用 任 一 |C, a| 平均 
法 求 它 的 和 . 


纪 . 求 和 法 1C, al 
上 面 我 们 证明 在 (6) 的 狄 尼 点 或 是 普 拉 水 特点 一 一 
gs( 人 ET(0,m) 或 是 二 go lw) dv EL (0, 5), SIf; 9] = 


”了 (中 (4|). 现在 研究 : 假如 9 是 了 的 犹 尼 点 或 是 普 拉 小 特点 , 能 否 
获得 更 强 的 闫 和 娃 果 ?首先 证 明 
定理 1 设 画 数 


X(N =lim| i pelW) Ww! da 
是 柯 西 的 主 值 积分 , 则 当 二 议 (6 EKM0,w) 时 ,人 [ff; 外 = 二 (9)(|0, a|)， 
但 a>2™, 
【 考 明 】 对 于 内 (人 轨 皇 由 (站 一 (0 十 有 十 (6 一 轨 一 一 固定 9, 我 们 
引信 平均 值 历数 的 概念 :我 们 称 
[GD 一 or， ("1g 0) du 
为 四 () 的 a 次 平均 值 ,我 们 将 证 如 下 的 
Bl 理 41 当 太 1 议 (t) EL(0, ww) 时 ,I[@(t)1s 在 [0， | 
要 斌 明 这 个 引 理 ,首先 从 i 多 2) EL(0, zw) 导出 
站 上 atlvydv mE LO wy. 
我 们 不 妨 假设 1(f) 宇 0。 在 第 一 章 中 ,我 们 证 明 过 : 狄 尼 点 是 一 个 伐 环 
普 山 点 ,从 而 历数 
;9 群 风 Amer. J. of Math. 67 (1945). 
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LO) = Fr (aa I 
在 (0，m) 上 是 有 界 变 差 ,极限 (十 0) 是 存在 的 ， 由 分 部 积分 法 ， 
[r=Lm -LO0 + aa, 
从 而 ‘|e 7(w)auE KL(0, w)， 利 用 这 个 精 果 ， 
a 于 下 Ww)dY du= :| ww dv -| wu dy 


<t | vio)ave Lo, ~)、 


现在 
[$00)1s=B | 8)o dv dw 
=B hz fx)av a 
= 了 | x(aw~ 各 | | x)ao du, 
从 而 | 


BDz S| rtauts | rv)av ou, 
由 假 吉 六 x() EL(0, «), 这 包含 着 全 x(w)dwEI(0, rm) 和 
es| [zlo) dr duE LO0, 可 
因此 - 允 -[ 沁 (的 ]aE 工 (0，z)， 这 就 猎 明 了 引 理 二 


精 合 引 理 1 和 下 文 将 证 的 波山 桂 ( 工 . 8. Bosanquet) 的 定理 [88 
定理 11: 
[| 多 
ol at 
就 获得 定理 工 的 证 明 . 
但 是 ,直通 过 让 山 桂 的 一 般 定 理 , 我 们 也 能 直接 证 明定 理 1， 首 先 
建立 


<o0 含 有 [Ff; 091= 了 (0) (I0, a+sl) (8>0), 
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引 理 安 设 《< 二 > 二天 的 人 0 (1>>0), 则 当 坟 1 琢 (2) ED 了 (0, 1) 
时 ,两 个 般 数 
和 机 J 1 
S| tr hdt 和 S| PA 
信号 工 0 映 二 1 再 
都 收 敏 ， 
我 们 将 此 两 胡 数 的 第 % 项 顺 次 记 做 纹 和 2,.， 那 末 
下 
“| min {nt)™°, (mt)?} h(t)at, 
“= min {nD ™, (md) “0 h(a. 


己 着 吾 的 一 局 tmin {(mw)*, (nh) 中, 我们 网 到 


Su.<| HO £1 h(E dt, Eo<| HO 
由 于 互信 等 于 
大 > nr 二 + > n? | 
ee 区 
(+ 2 
所 以 
6b 
Et <a Fi hdco0.. 
这 就 证 明了 5| 理 2. 
我 们 要 从 坟 * x(t) E 戈 (0, ww) 导出 号 [f; =F(0) (0, 2+ 2)) 
(gs 之 0) . 不 妨 假设 9 一 0. 朗 


$b ~>) Wn CO nt » 了 4 一 a 5;- > (a— Ty) vy, 


那 末 我 们 所 要 枉 明 的 是 总 | 世 <oo(a>2)。 不 妨 假 可 a<3 (参见 81 


本 
nw= 元 | pt) Sn 太太 ， 
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得 到 
t=| Bl) bm, Dt, 
这 里 ge 人, 人 表示 而 数列 字 sin nf (mn 一 0, 1, 2,…) 的 a 笑 第 4 个 歼 查 
罗 不 均 .我 们 知道 : 当 0<i<z，2<a<8 时 ,成 立 着 


-Fn <On(1+mM)™, 


Gp, 月 | 大 CpG 
这 是 可 以 从 去 (a)w"(n, 巩 的 表达 式 Im 六 (a 一 1 er 施行 两 次 
阿 培 耳 变换 后 ,计算 而 得 的 ， 由 是 

的 (ago 1)15— | Ct) Capat) {da} gn, dt 


Oy 二 | xDnod nd) + ix(t) O(nt) dt, 
Hr/n|<Ek snrkD) [x0) jat+ KEw 二 fy(t) | 


+Ky 站 |x(#) | d+E Bn] ell Ls. 


工 
3 


下 引进 2, 这 些 航 数 都 是 收 仇 的 ， 从 而 
到 + 宇 w-7(o)(lc,ab)， 
闵 明 完毕 . 
假如 98 是 了 的 一 个 狄 尼 点 , 那 未 [忠心 ]i 是 有 界 变 着 , 由 上 述 该 出 
桂 的 定理 ,成 开 着 
SIf; =f(0(|0, ol) (a>1). 
另 一 方面 ,定理 1 还 可 以 拓 广 成 如 下 的 形式 : 
定理 假如 琴 数 { 辕 定 一 点 级 


1)= 了 | i -| 1 | 全 的 和 本 


+0 i 1J+0 tm_aJ+0 tJ:o to 


以 黑 次 一 m 次 一 柯 西 积分 存在 ,并 且 1CGD) EZ(0, w), 屠 末 当 . 
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a>m+1 时 , S[f; 91=f(0) (|C, al). 
【证明 】 首先 留意 ; 对 于 上 面 的 Wn, 及， 成 立 着 如 下 的 不 等 式 : 
I() ym)| sO mtn)™, 
这 里 以 一 min(a, 1 二 入) , 0<t<w, CO 是 与 0 上 无 关 的 常数 , ac>0， 园 
定 wx, 我 们 可 以 对 于 入 用 数学 归 萌 法 求证 明 的 . 
当 a>mw 十 1 时 ,好 过 m 次 分 部 积分 之 后 ,得 到 


=-(-D"| 0 elaaD) "ri gn, td+0(5) 
吉 | 1 B+n) 0 (a) dt 
+ UD (+n On) mt at+O{( 去 )， 
这 里 一 (a, m 十 2)， 因 此 ,存在 如 下 的 常数 区 : 
Ix/n| < pl Let 十 Ra £37) dt 
+ Kn |， tm-7 |£ 7() ee | 


”出 定 理 1 的 证 明 中 的 引 理 2, 以 上 式 为 一 般 项 的 般 数 是 收 铸 的 , 因 
此 衬 | 叹 /% | <ce。 旗 明 完 地 ， 

下 述 定 理 8 是 定理 2 与 波山 桂 定理 的 一 个 联系 . 

定理 3 ， 当 定理 2 中 的 Li) E ZX0，m) 时 ,在 均值 夯 数 [四 (Jmwa 
在 [0, zx] 上 是 有 界 变 差 

( 址 遇 】 简写 着 

和 四 一 和 国王 4 = = >0), 

那 示 
从 


es 


-人 ae 


1(4) =t1 $n (t), 


2. 永和 法 10, xl 2739 
我 们 导出 


ee et (a) 本- (mm 十 1) (f a) 


”由 是 可 知 : .上 式 左边 是 。 
(人 本) $n, (人 bm, (Ja )” 各 
的 一 次 业 合 ， 从 而 [$()]mis 是 
| td, (a) £0), 1 fl (a) ts 
的 一 次 精 合 . 顺 次 写 着 这 些 丽 数 为 。 / 
Ehalb), thalt), vo, thnrr(t), 
那 末 [$I 一 Ca 人 人 +ca thalt) 十 “Cm thmri(t). 因此 ， 


Im) + bh) + et har int1(t) , 

这 里 0, 下 都 是 常数 ， 

让 假设 LE ELO, TT) 多 从 此 可 证 h, lt) EL(O0, 红 ) (v=1, 2， …)， 
事实 上 ， 

hl hs) tr ha dy. 
当 1) 之 0 时 , 为 (二 hs( 扩 ， 在 引 理 1 工 的 室 明 中 ,我 们 指出 
Kb EL(0, w) 含有 二 | wl(w dwsE LO, a), 
z ee 人 

证 明 完 毕 . 

假如 po(E) 三 BB) 一方- $ {FOF FO—} 在 0<i<w 是 有 界 变 


差 ， 闭关 a>0 时 [用 在 9 是 可 以 10, a| 求 和 的 ， 这 古 波 山 桂 的 定 
理 , 群 述 于 下 : 
定理 人 当 史 (人 一刀 在 [0, r] 上 是 有 界 变 差 时 ,成立 着 
S[f; =f(0) (0, al) (a>0), 
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这 里 的 a 不 可 以 改 为 0. 
【着 明 】 设 $(t)~ 局 4 oos ni (不 妨 假 亲 Ao 一 0), 那 末 
ey 名 b(t)eog nt dt= -之 jsin ntdg$(t), 


配 闻 sin mt (n 一 0, 1，…) 的 a 芥 第 nn 殖 查 罗 在 均 为 9*(m, 介 ， 
=| gn, Dap lt), 

我 们 要 证 Zn?| 从 | 当 a>0 时 收 化 ， 我 们 假 坊 a<1, 那 末 

Ant (0<t< = ) 


lg (n, ps| 2 
. Anm ef™° (: > 广 ). 
证 G( 一 局 olgr(o 豚 | 我们 吕 到 
Dr < gn, D1 la 
: < 人 | Sale 人 |， 
现在 GO) ns Ofnt 十 二 Otto 太一 Of)， 所 以 上 计 的 积 
分 是 一 个 有 限 数 ,从 而 ww!| 获 | 之 oo. 
规 数 写 (一 了 2952 于 的 和 下 sgn (各 一 | 看 ) 在 [一 wm] 
.上 是 有 界 变 差 ,但 是 它 在 1 一 0 处 , 并 不 息 对 收复 一 10C, 0|， 定 理 证 
明 完 毕 . 
夏 均 值 画 数 [$]s 的 有 界 变 差 性 与 必 [f; 们 的 10, 81 求 和 之 问 , 存 
在 着 密切 的 关系 ;比方 说 ,SEf; 四 二 (0)(|0C, 0 上 ) 含 有 [$ (1s(a>1) 
的 有 界 变 着 的 , 群 细 地 说 : 
定理 号 ”假如 S[ 放 在 点 9 披 对 收 旬 , 那 示 当 wa> 工 时 ,平均 值 画 
数 [$ (四 ]s 在 [0, 四 上 是 有 界 变 差 . 但 是 落 介 ]; 未 必 在 [0, zx] 上 成 一 
有 界 变 差 画 教 ,这 就 是 就 : 佼 里 普 山 的 收 化 条 件 对 于 逢 对 收 艇 (10, 0| 
可 求 和 ) 并 不 是 必要 的 ， 
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【证 明 】 慌 1<a<2， 我 们 要 趟 人-[%()]<E 工 (0, wm)， 由 于 
WB Olama| C0) A cos niu 
-ha) toonni au, 
所 以 , 写 着 
caw) -oj (1—w) + con mu dw, 
我 们 得 到 [办] 一 dm h(nt)， 这 里 我 们 假 识 由 从 ~ 总 4,c0snt. 


当 2>0 时 ,我 们 易 赴 
ok(2) | < Amin (1, 0”)， 
因此 ， 


[rg = [ID Aont) at <EIAsln| en las 
= | 4，| “O(at+ “Ol i "do, 
audiooarfon 


”由 是 ,他 (全 ]。(a> 了 在 印 , mw] 上 是 有 界 变 益 ， 
设 0 绝对 收 伍 ,整数 列 从 是 十 加 的 , 那 末 由 全 ) = 二 2 008 hn 
人 在 (一 r，5) 上 ,将 奇 画 数 
ws Sn Mt 
才 6 的 = 时 名 时 
展 成 正 弦 节 数 之 5, sin nt, 那 末 
b= sinmt 轧 知 mt mt 


1 


_2< | sin nt sin Mn £ 
各 0 # dt, 


由 是 


mh t 
我 们 采取 从 ww} 使 它 具 有 下 面 几 个 条 件 : 
Am+t1 之 办 Nm (p> 1) 3 


2 名 人 sin? Anf gt+0(2). 
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tn log Mn—>00 (Mm—>00), 
那 来 


(ym 


hm | 
5 不 是 0 (二 ). 因此 [4 (6)]1 并 不 是 有 界 变 差 ， 证 明 完 毕 . 


log 和 wm， 


by ~ 


3. 富 理 堵 航 数 的 |C, x| 欧 融 求 和 


亚 霜 春 于 1942 年 证 有 如 下 的 定理 (Duke Math. J. 第 九 齿 , 567 一 
572). 
定理 闹 各 [及 的 系数 是 tn bn (%=1, 2， …, 则 当 毅 数 ” 
衬 (os+DGogm7 (p>) 
收敛 时 ,SEf; 外 一 f(9) (10， al) 对 于 任 一 “> 到 , 儿 乎 处 处 成 立 ， 这 
里 的 沁 不 可 以 改 成 二 条 件 «> 各 不 可 以 加 强 成 0<a< 和 去， 
[证明 】 妃 着 
让 (所 一 习 (c-Du-sy(os cosv0 + by sin x0), 
我 们 要 证 籽 教 语 |m%i 攻 (9) 149 当 w> 二 时 收 俩 . 
由 于 ,存在 与 %, 无 关 的 常数 及 适合 \ 
2 , : 1 
| #010 < Kee D -DT d+) } ， 
当 寺 <a<1 时 ,由 斯 梯 林 公式 ,容易 知道 : 
a 2 (1 mm)? nf og vz)? 
Ea—De -区区 一 Oo ), 


所 以 
名 wD 


y=1 
% 莹 拉 沙特 于 1933 年 在 J. 工 . M. 9. 第 引 谷 上 ,证 易 : 般 数 
Sy An COBn OH bnsin ng | 
名 ~ log nlog log np (p>1) 
兄 平 处 处 可 用 14| 法 求 和 ， 
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胡平 方 小 于 或 等 于 


DT Te), ,ls (of+ 2) 


放 nllogm)? i wit 


<00D 为 w+ 了 9 访 [(- DD)? (8 oo? 


mt 


=0(1) -| (好 十 好 ) (log »)?=—0(1). 


我 们 证 明了 起 数 怠 十 [" 1 区 (9)1a6 (二 <a<1) 是 下 做 的 . 因此, 弛 下 
> (4<a<1) 几乎 处 处 收 化 ， 从 而 当 w> 亏 时 ,GT 9 
=f(9) (1C, el) 几乎 处 处 成 立 ， 
其 欢 证 明定 理 中 的 不计 加 强 到 1， 事实 上 ,三 角 新 数 
Dnlogn)™ co8 2n 人 
满足 条 件 王 (o3 十 加 ) log n<<co， 但 是 , 它 不 能 用 |0, a| 法 求 和 的 点 9， 
成 一 个 正 测度 的 点 第 ， 要 就 明 这 个 事实 ,首先 建立 下 述 
引 理 识 记 (9) EL(0, 2w) (mn 一 1,2，…)， 当 n>0 时 ,有 正 的 党 
数 4 和 也 适合 
OF, (0) < A logs %n, 
| F,(0)d0>B logan, 


那 末 存在 正 测度 的 点 集 如, 在 五 上 上 ,有 无 数 个 也.(9) 满 足 
- 9) >Jogs n, 
这 里 log, mr 一 Jog (logr-17%) ,10go 1 一 71， 
”假如 强 理 不 是 鞭 的 , 那 示 [0, 2m] 中 存在 测度 为 2x 的 点 集 型 ， 当 
9EM 时 , Pa(0) <Iogsm (m>W(O)). 设 
Mn= (Fn(0) <logam) M, En= My Man-, 
居 6CEnys， 设 8>0, |@| >>2r 一 8, 划 当 mm 之 6 时 ， 


PaO) <logm (ES), | Fa, (0)d0<2% logs m, 


3 . NS 
| Fa(O)d0 < bogs m+ | Fn(0)d0, 
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出 是 , 当 mm 时， 
B iogs m2 logs m+ A logs m. 
取 8 很 小 , m 很 大 的 遍 , 上 式 不 能 成 立 、 因 此 , 引 理 是 芙 的， 
现在 迹 明 所 数 的 极 数 不 能 用 10， 2 法 求 和 ， 我 们 假设 a 之 1, 量 


j.O)-| 入 -Dr 二 ooe24 
这 里 (mn) 表示 log n/log 2 的 整数 部 分 ， 证 cos 2 9 在 [0, 2x] 中 取 正 数 
的 一 切 9 所 万 的 点 集 为 6,, ,一 , 天 eo, 那 林 
| 再 ,| 一 mr2-， | oos 200-10 00 一 中 二 
现在 
179)ag> | fo(0)a0 


>| 人 世 一 工 ) -3 rT cos 2° 0 bs 
tI—1 1) 2r Do 8 ag 
:| 名 (ee v ]0g » i ] " 


由 于 有 正 数 所 和 适合 Brn” 所 (a 一 了 ,Anr™!, 所 以 


mr D1)—1 
-Of 一 LN 一 【的 ) 一 卫 
人 fr(O) Bn et | ,eos2 ga 
《B) 一 了 一】 2D» 
Al 包 一 半 >! 
人 和 后 logy 


‘家 < 入 ()， 于 末 


2 Te i 站 Tl rE o( 町 -站 Tic) = 
iO (en 27). 
将 此 业 果 代 天 上 式 , 得 到 
1， f(a0>27 
由 是 , 画 数 


(8B— Dn (A>0), 


log n ee n log n logs 多 
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Fa(0) = fa) 


| Js 
满足 
| Fn(b)ag>4 福 meh 7.(0)4g> 总 i n> 4 lg m, 


另 一 方面 , 了 (90) < Clogam. 
由 引 理 ,存在 正 调 度 的 点 集 召 ; Sas ee 


er- 总 "De 6 


发 散 ,这 就 是 改 : 圾 数 之 (n log %) cos250 在 万 上 不 能 用 jC, a| 法 求 
和 , 9 之 1, 

这 里 我 们 引用 匡 格 具 及 良 于 (上. Kogbetliantz) 在 法 国 杂 志 (数学 
科学 公报 (2) 第 得 答 , 1925). 上 一 个 定理 : 当 卫 mm 可 用 10, a| 法 求 和 
时 , 王 jo.jn“< 之 coo， 从 这 个 定理 ,我 们 断 洁 : 般 数 


总 cosnd 1 
, 久 和 0 人 多 "10g log %» (0<a< 瑟 ) 


是 不 可 以 用 10,al (0<a< 吝 ) 法 在 正 测度 的 点 集 上 求 和 的 ;事实 上 , 当 


三 角 报 数 在 一 正 测度 的 点 集 上 和 绝对 收 鳃 时 ,处 处 艳 对 收 但 ,从 而 取 数 般 
数 要 相对 收敛 (这 个 事实 ,下 文 将 有 诈 明 ). 由 于 写 (n log n log log n) 


一 So, 所 以 裔 数 0 
On 


名 到 lop mn log log rn 
不 可 能 在 正 测 度 的 点 集 上 收敛 定理 证 毕 ， 
设 p>1, 写 着 


fl) = (去 上 FD FD Le); 
不 崔 证 明 f( 信 一 0 ((iog 和) ”) C(p> 1 含有 Fas+09) (log ny <o0, - 


从 而 全 [ff; 外 三)1C, al (a>1/2)， 2 ( 郧 “科学 
年 刊 "第 一 答 ， 1964): 写 荐 了 (2%) 一 之 2 ， 站 


和 me) 加 <oo Cp) 
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时 ， 忆 cie** 了 (9)10, oj (a 二)， 利 用 这 个 精 果 ， 邹 可 建立 下 议定 
理 2 ( 见 偷 数 数学 会 期 刊 (T. 工 . M. 8.) 30 (1955)). 
定理 之 习 2>?>>1, 则 当 fo( 妨 /5EL( 一 rx， zm) 时 ,SB[ 有 与 其 烘 


帆 毅 数 酝 [月 用 |C, a| (a> 二 ) 平均 法 几乎 到 处 可 以 求 和 
【省 明 】 订 0,,5 .是 人 [站 的 肝 孝 , 旺 20 一 aaa 一 纪 (n>0), 
F(2) =— Dosw, z= 二 7 ee, 
我 们 只 要 从 fp) /hEL( 一 ww) 导 出 
| Mp, Pdp<o0 


好 了 ,这 里 
Mn, 1-[ 寺 六 mso leo0] . 
由 于 
rr pigN fliNetat ef 人 = f(O+t)eras 
| 可 -< 《ea 一 DJ)3 
人 人 10HND 一 /0)1db， 
所 以 ,应 用 敏 高 夫 斯 基 不 等 式 ， 
Mlp, zs 二 全 ol) Tt 
写 着 
= fd pr fr 
,| =)+e)， 
我 们 见 到 
rr f(D at 
P(o)<|。 让 一 亲本 下 Pl p)dp < | fr) dst; 
La > a 
上 eap<j , tO Tas 


因此 ,| [LP(p) +Q(p)]ap 小 于 或 等 于 
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人 it 二 | fp 他 可 到 三 t ds| "et ot 全 |， 三 加 dt, 
从 而 


ph A 


对 于 积分 | _ 方 (9 [1 一 2p cost-+p"]-1dt, 可 得 类 似 的 桔 果 .总 精 起 来 ， 
我 们 得 到 
| M,(p, F') dp < 卫 | fl) |t|-1 to0, 
定理 2 三明 完毕 . 
定理 2 中 的 条 件 不 足以 保障 名 FF] 和 吾 [ 有 ] 的 几乎 处 处 可 用 
|c, 二 | 法 末 和 ， 对 于 后 者 的 友 立 ， 有 如 下 的 充分 条 件 〈 昂 伦 教 数学 全 
期 刊 ,30(1955)): 


ft) =0 {(1og 7) ) (a>1+3， L<p<2). 


他 又 指出 : 假如 上 式 对 于 某 一 g> 立 均匀 地 成 立 , 那 末 人 [用 和 可 [用 
处 处 可 用 |, 坦 | 求 和 法 求 和 ， 


定理 1 是 从 名 [及 的 系数 的 性 质 导出 儿 E] 的 几乎 处 处 用 10| 下 
均 法 可 以 求 和 的 精 喻 ， 下 面 是 从 系数 的 某 些 特 殊 性 质 , 导 出 12, 0| 求 
和 和 的 一 个 定理 ， 

定理 全 ”假如 arri/0, 一 0 二 )， 那 未 当 卫 an cos mb 或 Sansinng 
有 具有 一 个 :0, 0| 点 时 , Ba,| 天 co， 

”在 特殊 情况 : |a1| 之 |4s| 之 …, 定 理 8 是 法 都 人 了. Fatou) 于 1918 年 
在 法 国 杂 志 上 发 表 的 ， 此 时 证明 极为 简单 . 识 0< 名 <w， 则 
> c08? no< oo0, 

从 而 立 |e| (十 oos 2n 00) 天 cc; 由 是 得 到 之 |a,| < 二。 同样 的 方法 对 
于 正弦 投 数 也 有 效 ， 

定理 3 是 沙 胃 (0. Bzhsz) 于 1946 年 在 (美国 ) 数 学 年 刊 (Ann. of 
Math,) 第 47 吞 上 发 表 的 。 
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【定理 3 的 谣 明 】 从 台所 一 0CD) ,得 到 不 等 式 
pnti<0 Pn, 
这 里 06>1, ps 一 ja ， 珊 0< 加 <r, 卫 pr|lcosm 加 |<co, 则 因 
e prilcos(n~I1)0|+e pslcosn bol >pr [cos(n—1)bo| Te pr leos mn bol 
>pa{oosn—1)00toos no} =pr {1+oos Oo cos(2n—1) 0 
| >pr(l1— |cos bj)， 
所 以 
Epr< TTooa mT {2 pa-1|cos(n~1)0o| + palcosn bol} <o0., 
对 于 正弦 圾 数 ,由 于 
¢ pilsintn 一 四 2o| 七 cp|sinobol>>pntfsins(n 一 加 十 sin2n to} 
| =pn{l—6o08 Oo cos(2n—1)00}>p,(1— |eos 00|), 
所 以 Zpn 达 oo。 施 明 完 毕 . 
条 件 衬 叶 一 0( 了 ) 合 有 mnt0 (一 1 2，,…)， 从 而 对 于 (比方 说 ) 
乱 系 数 特 别 多 的 角 数 
| Za Cod 2° 0 \ 
而 言 ,尽管 满足 mrz/wm 一 0() ,我 们 未 便 断 慎 于 | cos 2*0o| <co 含有 
|a,] 过 ce， 但 是 , 沙 思 证 得 如 下 的 精 果 :; 
定理 4 总 pr>0, 则 当 przpi/Pn 一 O001) 时 , 般 数 卫 pr cog 9 只 要 
有 一 个 经 对 收 钱 点 , 它 就 处 外 委 对 收 做， 
【证 明 】 简写 cos 2* 4 二 0,, 那 末 
Ont1—=204—1， ot41+ der 1+4+ dot>1, a 
从 而 


|e,| 于 [Gut1 | >0+oin>L, 
用 定理 3 的 证 法 可 以 完成 定理 生 的 证 朋 。 
4， 三 角 航 数 的 契 对 收 般 
假如 S[ 几 和 E[FI 有 一 个 涉 通 契 对 收 化 点 , 那 来 立 (|e。| 十 |5.1) 
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收 钱 ,事实 上 , 妆 


py Cn Pd 

有 一 个 绝对 收 伍 点 时 , 及 [cs| 和 三 so， 但是, 当 全 [用 在 [0, 2w1 中 的 彼 对 
收 合 点 集 百 是 一 无 限 点 集 时 ，, 我 们 还 不 能 断定 S[ 有 的 系数 0, bw 成 
一 移 对 收敛 般 数 ,例如 也 sin(n! 9) 在 9 一 rm(r; 有 理 数 ) 处 杷 对 收藏 ， 
这 些 点 ?rm 的 全 体 在 (一 wx, w) 中 是 到 处 称 密 的 , 籽 数 三 sin(n! 9) 并 不 
处 处 收 化 ,更 发 水 上 粘 对 收敛 我们 自然 要 闻 : 卫 满足 怎样 条 件 时 ,在 
百 上 契 对 收 艇 的 三 角 烽 数 ,必然 地 到 处 息 对 收敛 呢 ? 当 车 阿 (Denjoy) 
和 卢 金 (YH) 的 下 述 定 理 , 对 于 这 个 疑 阅 ,有 所 指示 . 

定理 41 在 一 个 正 测度 点 集 上 绝对 收敛 的 三 角 般 数 , 处 处 缀 对 收 
煞 . 

【证 明 】 我 们 将 一 般 的 三 角 般 数 写 成 如 下 的 形式 : 


po 十 pusinln O04 gr) (pr>0,n>0). 
由 假 座 以 及 爱 癸 洛 夫 的 定理 , 级 数 在 某 一 正 测度 的 点 集 如 上 , 均匀 地 
契 对 收 化 ， 这 包含 着 包 ps sin*(n6 十 gs) 在 且 的 均匀 政 化 于 一 个 可 积 
夯 数 多 0 : 


| gog- 袜 p， | sin? (nO 十 dg 


cl- a 


1 » | {1—c0s 29, eos 2n0 + sin 2pn sin 2n0}al 
二 名 p, (IB|+od)), 
由 于 | 如 ,之 0, 所 以 Zps<co。 媳 明 完 毕 . 

当 {p 小 具有 特殊 性 质 时 , 之 pn Sin (m6 十 rn) 在 两 点 绝对 收 化, 就 到 
处 组 对 攻 笋 .例如 : 

定理 马 假如 正 数 数列 {pw} 是 有 界 变 盖 ,pr 一 ofd)， 那 末 当 
pn sin(mg0 十 gs) 存 在 如 下 的 歇 个 怒 对 收 但 反 01,03,0 过 1 一 0s<< 时 ， 

Eps 0. 

【 付 明 】 年 峰 一 D3 一 2， 那 末 从 mw 一 es 一 ns 十 gn) 得 到 
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lsinno| < |gsin + ga) | |sin(n 6+ p,) |. 
双 风 | 
之 po|sin wz| Epslsin(nOt gs) | + ps |sin(n Os+ 9,)|. 
知之 prlsin m2| 收 钙 :因此 ,存在 如 下 的 常数 下: 


K>2 Sp Sin* no — pll—eos 2n2 ) ， 


但 是 从 
1 m mL sin n 二 豆 )2o .gin (m 二 到)29 
豆 Pot 疡 on C08n5 一 之 4 一 一 一 殉 一 + 一 一 一 部 一 ， 
2 sin 全 2 sin -和 
有 "5 
”我 们 见 到 
训 p+ 访 p CO9 2 <ais [Bld + mer p.|=E'. 
2 ” 2ginvLl ” < 
从 而 
工 ， 1 oo 
豆 Po 十 mEK+K,, 豆 Po 十 E+E. 
证 明 完 些 . 


定理 1 和 定理 2 者 没有 解决 本 节 所 提出 的 闫 是 . 对 于 这 个 难 征 ， 
下 述 定理 3 上 比较 回答 得 深 列 一 些 ， 

定理 号 ”假如 三 角 逆 数 在 一 个 第 二 类 型 的 点 集 (可 能 是 迁 集 ) 上 
妈 对 收 钱 ,车 末 到 处 碟 对 收 侣 . 

【证 盟 】 设 适 合 Zor|sin(n d+ Bi 过 00 的 一 切 点 所 成 之 集 是 瑟 ， 
石 的 余 集 C( 酝 ) 不 是 空 的 , 固定 正 整数 k, Ey 是 如 下 的 点 集 : 当 0€E BE: 
时 , 必 有 mn 使 


Solsintn 0+ gp) |>h. 
左边 是 9 的 连 粮 丽 数 , 从 而 也 是 一 个 开 集 ,我 们 见 到 C( 酝 ) 一 下 轧 ， 
再 BoE:). 
任 一 0CE4) 不 能 售 有 区 风 ; 否则 的 着 ，| 刀 | >0, 由 定 更 1, C(B) =0， 
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这 是 矛盾 .因此 , 首 是 可 列 无 限 个 栈 妥 点 集 的 和 策 ， 万 是 第 一 类 型 的 点 
集 . 这 就 证 明了 定理 3. 

定理 44 ” 当 三 角 级 数 在 某 一 有 限 区 轩 中 存在 无 数 个 粗 对 收 伍 点 
时 ， 假 如 写 在 一 个 正 测 度 点 集 上 收 合 ， 那 末 这 个 三 角 规 数 抑 乎 处 处 收 
伍 . | 

{ 施 明 】 设 

An(O)—a co m0 + bn sinnG, Bl0) =a, sin ng ~ ba cosnd, 


则 
A(OTFRh) T+ A (OG—h)=24A,(0) co08 nn, 


B(0th)— BO0—h) =24,(0) sn mm. 
假如 9 是 对 4,(9) 的 一 个 懋 对 收 化 点 ， 则 当 了 4,(8 土 内 ( 息 对 ) 收敛 
时 ,由 第 一 个 等 式 ， 知 卫 4,(9 干 加 ( 绥 对 ) 收 伍 ; 当 卫 了 (8 土 从 ( 息 对 ) 
收 徽 时 ,由 第 二 个 等 式 , 三 B,(9 干 有 )( 息 对 ) 收 化 .由 是 可 知 : 对 4,(9) 
的 经 对 收 敏 点 集 百 4, 收 仇 点 集 百 c, 卫 B(9) 的 绝对 政 镍 点 集 吾 4，, 收 
” 繁 点 集 再 c 关于 如 4 的 任 一 点 都 是 对 称 的 . 
”由 吾 4 关于 Bs 中 任 一 点 的 对 称 性 , 当 6 和 8 都 属于 吾 : 时 ， 
6, 07j, 8 十 台 ,… 都 属于 4， 假如 [0, 2r] 中 有 无 数 个 点 属于 4, 那 
末 对 于 适当 的 9€ 4, 可 取 及 很 小 ,使 9 二 ?hE BH4 (n=1, 2, …) ,由 是 
可 知 召 4 是 处 处 稠密 的 ， 假 如 
[Eol>0 和 {OC(Eo)|>0 
同时 成 立 , 那 末 Bo 和 OCHo) 必 有 密度 点 96 和， 取 正 数 8 足够 地 小 ， 
使 了 =[9 一 e, 9 十 6] 与 区 间 7 无 共通 点 , 井 且 O ES. ,| 了 | 一 28 
1 工 - 吾 c| > 8， |J:0(Be)|>s. 
于 工程 了 之 间 , 取 吾 4 的 一 点 060, 90ET++J ,使 ,与 (CO, 00 ) 的 中 点 的 
距离 小 于 号, 那 示 了 关于 9 的 对 称 区 则 J 中 就 有 0', 从 而 | 了 ' 瑟 c] >s， 
但 两 个 不 等 式 
lBoel>s 和 |JO(Bo)j>s 
”是 不 能 并 立 的 (| 了 | 一 26)， 因 此 ， 
| ] 五 oj lO(Eo) | =0. 
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由 于 | 五 o| >0, 所 以 10(Bo) | 二 0， 证 明 完 毕 . 

系 当 妊 4 成 一 无 限 点 集 时 , | Bol :1C(Bo)| 一 0. 

关于 富 理 埃 级 数 的 绝对 收敛 , 有 值得 留意 的 员 恩 斯坦 (C0. Bepzmr- 
Teiin) 的 定理 , 群 述 于 下 ， 


定理 号 当 a> 走时 , Lipa 中 的 丽 数 (0) 的 [有] 是 稳 对 收 做 
的 . 

这 里 以 及 今后 “ 契 对 收 敏 "是 “到 处 息 对 收 笋 "的 简写 一 汽 有 什么 
混杂 不 清 之 事 的 话 . 

【证 明 】 人 S[ 有 ] 是 收敛 的 . 设 信 [及 == 宇 4.(9),S[ 月 =Z2B.( 办 , 则 

Ff(O+h) —f(0~hD) ——2 2 B,(0)sin nh, 
| LO+h) -fF(0-A)]? d=4 Sain m, 
这 里 pr 区 十 本 ,a 和 加 是 宫 [ 力 的 系数 ， 写 着 
of 一 max ED —f(0) |, 


A 


我 们 从 上 面 的 等 式 得 到 
Ssin: EEE [ao(m/2m]2 


,2 


当 Qn 有 时， Sin2 > Sin -2 一 因此 ,从 上 式 得 到 


psto(2 m1. 
写 着 2 一 (v), 从 上 式 得 到 
2 2 2(7) QC 
(Bo) < AS Io mm] 
(pF1 (DT (Fl 、 
因此 
< SS 埃 一 ? S Wy :如 
六) < 宫 TTo 人 5) 
中 人 w(t dt. 


由 于 ol)~0(")， a> 吉 ,积分 是 收敛 的 ， 证 明 完 毕 ， 
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一 到 时 ,S[ 不 一 定 相对 收 化 ; 下 面 将 有 概括 性 的 时 窒 ， 
定理 6 有 界 变 差 世 数 了 E Lipa (a>0) 的 崩 , G[ 旋 契 对 收 做 . 


【证 田 】 设 4, 2b, 是 SL[ 有 丹 的 系数 ,pr 一 ca 十 加， 我 们 利用 定理 
5 的 证 明 中 的 等 式 
1 


Sosininp=2| [fCO+A) —f(0 hl de. 


种 06s 十 人 下 十 53，h 一 3; 那 本 上 式 右 方 变 成 


吉 [7 (er) | 
施行 六 入 -及 包 ， 则 得 
基站 而 归 rr 生 -reDa]w- 昌 aa 
积分 号 内 的 式 子 < 六 o( 中] ， la7(e)| ,因此 


1 o(%)), [af (2) | > pin? nh> > pf Hin? nh ， 


这 里 叉 一 2"， | = 第 ( 守 <n< S 上 式 简化 为 
nN 三 ty (号 1 (eo) | = 六 (到 | laf lw)|. 
自 于 导 ( 必 )=0( 束 笑 ))=0(D, 所 以 号 成 <oo， 诈 明 完毕 


定理 中 六 E Lipa 的 条 件 不 可 以 除去 ”; 事实 上 , 不 但 有 界 变 差 的 
钞 数 的 S[f] 不 一 定 艳 对 收 伍 ， 全 过 车 而 数 的 富 理 埃 毅 数 也 未 必 想 
对 收 伊 ， 例 如 


< sinng 
es 


表示 全 人 连 种 丽 数 , 它 并 不 从 对 收 第 一 一 之 一 jz 二 一 ,至 于 它 的 全 如 


A 1 


但 是 还 可 以 减轻 ,部 木 章 寺 10， 0 
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秆 性 ,可 以 从 它 的 导航 数 于 人 en4 成 一 富 理 续 地 孝 知道. 


那 末 ,全 连 苇 画 数 j2) , 在 怎样 条 件 下 , G[ 力 具有 起 对 收 全 性 ? 
定理 了 7 全 过 车 画 数 /的 导 画 数 广 属 于 I (2> 了 时 , 人 [月 移 
对 收敛 . 


【证 明 】 下 a=23-， 则 当 %>0 时 ， 


fF(0+h) —f(0) | 2 as(| 全 jar) br. 
因此 了 E Lipa。 由 定理 6, [让 杂 对 收 化 证 明 完 毕 . 
现在 将 定理 5 拓 广 成 如 下 的 形式 : 
定理 SS 族 JELipmw 划 当 有 > 可 2 时 , 闫 教 马 (|m]2 二 | 加 
收 敏 , 这 里 ww， bs 是 名 [ 亡 的 系数 ， 
[证明 】 由 于 到 所 T<2, 我 们 不 妨 候 埠 0<B<2. 利 用 定理 5 的 


” 散 明 ,我 们 得 到 不 等 式 


< (rw2)), 


由 是 


了 MA< ToT DY, 
这 里 号 的 .上 限 与 下 限 分 别 是 名 和 2++1， 从 而 
PC ene 
2 十 了 
关于 ，” 相 加 ， 得 到 习 的 < 局 2G 扣 ) we (xn2)， 最 后 的 因 于 是 
0[(e 2 人 ,从 而 马 小 于 
4) -0) oo 
证 明 完毕 . 
竺 合 定理 6 和 定理 8 的 省 明 ,我 们 容易 建立 下 壕 
定理 9 改 有 界 变 差 的 画 数 jC Lipa, 则 当 8> 二 ?了 时 , 表 数 
了 (lo|? 十 18,19 收 铸 


ES 
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S. Lip 1/2 中 的 画 数 以 及 其 他 边 牧 情 况 


本 节 时 答 前 节 中 的 边 根性 网 题 ， 第 一 是 Lip 污 中 的 了 , 它 的 S[ 力 
是 否 契 对 收 笋 ; 第 二 要 研究 对 于 Lipa 中 的 了 ， 毅 数 了 (|e| + 12 人 
当 B-- 可 2 时 的 情 允 ; 第 三 ， 当 有 异 变 差 丽 数 了 E Lip a 时 ， 釉 数 
习 (lo| 1849 ( 8 =-) 是 否 收 化 ?现在 首先 解答 第 一 和 第 二 
两 个 问题 z 

定理 1 (i) Lip 雪 中 的 画 数 了 的 [及 未 必 息 对 收 做 (ii) 识 

(的 一 人 (mm cos nd+b, sin nb)， 

当 7E Lipa 时 , 般 数 瑟 (lau|“ 二 il9( 8 一 


这 些 结 果 , 可 以 从 下 述 定 理 2 得 到 
定理 了 设 0<a<1,c>0, 则 狼 数 


4 
2a 二 1 ) 可 能 发 散 . 


3 Gien 1 i en9 
的 和 五 (9) 属 于 Lipa. 
对 于 这 个 一 般 数 , 哈 戴 - 立 腊 尔 伍德 售 加 久 深 大 研究 ,其 所 得 车 果 ， 
指示 了 富 理 块 圾 数理 附中 某 些 问 题 的 解决 方向 . 例如 于 3 (90) 的 系数 艇 


数 井 不 息 对 收敛 在 囊 (9) 的 情况 , 由 于 (34 十 1)/(a+2) <1， 所 以 
(ls.]5+16.19) 当 有 一元 2 时 发 散 . 
【 放 邹 】 要 证 万 .09) E Lipa, 我 们 需要 儿 个 引 理 . 简写 
BF =oxp(2rif 0)), TF)=I(F; a, 四 一 | Fad, 
SPF)=S{(F; a, 0)= 之 , Fln), D(F)=I(F)—S(F). 


引 理 1 在 区 涛 4<w<b5 上 ，(i) 息 如 f(w) 具有 单 愤 导 画 数 
了 六) 庆生 0, 那 末 


lI(F; a, | 
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(让 假如 f"(w) 之 p> 之 0, 屠 未 |I(F; a,8)|<4/MVp， 
(这 里 的 主要 条 件 , 显然 地 分 别 可 以 用 产 (w) < nf"(W) < 
来 代 ,) 
【 送 明 】 (i) 由 于 > 等 于 


1 ed | [cos (2 f (2)) + sin(2mf Ge)] du 
Bnd J FO) Drs 了 (ab 


We sg z 
KF) ry mos pt [| eos 2rf OT duts] ,ein [2nf CY au] 


dF'(w) = 


[a 


这 里 ze < wv 


ii) 设 &<z<b, 央 当 产 (w) 在 [4, 引 ] 无 需 点 时 ， 
[fw pr Eved); 


从 而 


| 工 (五 ) | 所 sxpCanafGo)au 十 支 |. rt 


1 
(wvw—a)p’ 
”从 4 的 变动 ;我 们 获得 |T(F)i<2/Mp ， 由 于 了 lw) 在 [4, 5] 中 只 能 
”有 一 个 零点 (或 是 没有 ) , 所 以 | 工本 | 4/ Vp .证明 完毕 ， 
引 理 写 ” 假如 产 (w) (ge <<w<b) 是 一 单调 豆 数 ， [CO1< 豆 ， 那 末 
1DCF; a, 5)| 小 于 一 个 绝对 常数 . 
【证 明 】 我 个 利用 公式 [van der Corput, 德国 Math. Ann，84 
(1921)] | . 


(vw) 十 一 一 一 


DF; a, 8) =| Pd), x(w) =u— [ul i, 
来 证 明 引 理 2， 这 里 假 识 “> [4] ,5> [5]， 这 个 假 就 是 不 失 定 理 2 的 
一 般 性 的 :事实 上 , 当 o 一 [a] 或 5 一 [8] 时 , D(F;a, 5) 与 D(P: ae 
5 一 e)(e->0) 之 差 不 超 过 2. 


显然 , x(w 二 =x( 罗 ,GS[j~~ 癌 畦 关于. 将 D(F) 施行 分 
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部 积分 而 得 : 
ZF 一 | x Fd RI P'sa, b), 
ls 因此 , 也 一 了 等 于 


De Sr 修 EE de2riD tk) 一 [ TO | 


醉 数 六 (W)/(f'(w) 土 人 是 单 轴 的 ,| 产 | 二 于 ; 应 用 第 二 中 值 定理 ， 上 计 
, ” 2 
流 数 第 项 的 仍 对 值 小 于 二 pp 二 5) ;| 一 | 小 于 一 个 息 对 常数 . 
这 就 证 明了 引 理 2 
引 理 3 在 [o, 如 上 ,假如 产 (D>p>0 (或 是 产 二 一 p)， 那 末 
SCR; a, 1sGrO-PoOlta( + 4). 


【证明 】 由 于 疡 ( 几 >0, 画 数 疡 (D+ 子 在 a<u<5. 上 是 单调 寺 
加 的 ; 误 fa, 要 中 ， 站) 十 各 取 整数 值 的 点 为 mr， ors1，…， avi 


fap) + 训 =p 《2 一 人 ?+ 
秆 FF,(1) 一 exp {2x6(f C0) 一 pt) NSCE; oy, ogi) = (Fy; op ost， 
后 者 等 于 

I(Fop; ap, Cpr1) 一 了 Co; Op, Cp+1). 
由 于 (ww 一 p| < 到 (aos<u<astD)， 所 以 由 引 理 2， 相间 机 
小 于 一 个 破 对 常数 4， 叉 由 引 理 1， 

[TCF ap aor1) | < dp 3, 
酸 ws 一 40) re 一 5， 则 内 8(Pi oa 人 = 守 8 (Fi mw, oo)， 得 到 所 
要 的 烙 果 : 
(SC(F; a, b) |<4(s+2) rp 十 4 
-4[p 3 A Cf (ores) —f' (0r) +2]. 
中 恒生 设 c>0, 虽 当 0<9<2r 时 ,均匀 地 ， 
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Sx(0) = Donbrs em O(VW). 
【站 明 】 证 7 一 天 (ou log w+u6), 则 了 (wD) =eCL+Iog 办 二 6 
当 tw>1 时 ,是 正 的 .在 区 阅 [2*, 2 上 , "(WW) <<02-*; 由 引 理 3， 
[SCF; 2， 21)| 过 C.23 (0 只 和 co 有 关系). . 
由 是 , 2*< 入 所 2"+1 的 话 ， 从 
Sy0) | <1irISCF; 1,2)|+|1S(F; 2, 人 | 十 … 十 | 有 (三 ; 各, NWN)|, 
得 到 
|Sy(0) | <0 D025) ~0 (VW). 
【定理 2 的 部 明 】 灯 数 囊 (从 的 开始 刀 项 之 和 是 
Bl eiemios m am gtmo Sg, (0) A +S,(D) 人 
m=1 


mel 


由 引 理 4，Sn(0) 一 OLYVm) ,从 而 当 0<a<1L 时 , 狗 数 与 仇 于 五 .( 旨 ， 
我 们 见 到 ,>0 的 话 ， 


Hs(0+ 有 一 (9) 一 各 + 六，{8m(6+) 一 Sm(9)} OCm 人 )， 
第 二 部 分 是 
0( Vnm YT”)=00). 
对 于 第 一 部 分 的 和 ,我们 应 用 中 值 定理 ,存在 如 下 的 由 ,9<0 一 8TA， 
Sa(0+h) -Sa(0) —h S(O) hE OVD) -hbO (mi). 
从 而 | z 
{Sn(0+h) Sa(O)}O (or = ROCm™) O00). 
总 精 起 来 ， 及。(9 十 及 一 五 2(9) = OU) . 证 明 完 毕 . 
6. 窜 理 埃 级 数 1C, a| (40) 求 和 的 充 要 条 件 
地 数 S07] 在 点 9 的 求 和 机 题 曙 类 于 S[$] 在 {一 0 的 求 和 各 是 ， 
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这 里 


$F0FD+FO-D) ~ eco. 
当 >D 时 ， 写 着 
Or 


称 T(atDi?* (ti) = [p(t)]e 为 区 (一 golt) 的 a 阶 的 平均 值 (本 
数 )， 记 只 ,一 8 一 ao 十 … 二 any S4 二 S98 十 … 十 BH， 等 等 ， 识 o% 是 {Sx} 
的 第 (0O,a) 三 均 ,不 是 {mow} 的 第 %n(O,0) 平 均 ,当世 |of 一 0%-1| 天 cc， 
af 一 时 ， 

S[$, 0] 一 &IC， al. 
这 等 价 于 

Erf,0=S0, ol. 


下 面 两 个 定理 合成 上 式 成 立 的 充 要 条 件 ， 乃 是 波山 桂 (Proc. L. M. 
8. 第 二 厚 第 四 十 一 稚 , 1936) 的 定理 . 

定理 1 假如 画 数 [ 风 ( 人 六]。 (ac>0, 0<t<w) 是 有 界 变 差 , 那 未 , 当 
B>a 时 ， | 

[if, =8IC, Bl, 

定理 写 。 假 如 上 式 成 立 , 那 末 当 a>B8+1 时 , [$0]s 0stSm) 
是 有 界 变 差 . 

总 糙 起 来 : 作 [f, 外 =S1C| 的 充 要 条 件 是 茶 一 [$ (0)j4 在 Ot 
上 是 有 界 变 差 . 

正 数 站 尽管 森 ， [的 ]。 (ac>0) 在 区 于 虽 , 妇 肌 有 界 变 差 酌 数 时 ， 
它 在 0<i<m 上 也 成 有 界 变 差 画 教 . 由 是 可 知 : 关于 富 理 埃 般 数 的 
i0, al 求 和 , 当 a 之 1 时 ,是 丽 数 的 局 部 性 质 ,就 是 说 ， [用 1 在 一 定点 9 
是 否 可 用 1!O, a (a> 了 ) 求 和 ,只 关系 于 了 在 9 附近 的 性 质 . 


【定理 的 坦 明 】 我 们 要 从 | 1d[$ 人 1s<oo 导 出 Bn | <o0， 
”这 里 B>a; 但 是 我 们 不 妨 假 没 x<B< [a] +1 (网 下 文 定理 四 ,现在 
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蕊 nah-04 一直- 访 (B 一 Dre 


-而 忆 -Dr[2 6D sin vd] 


-js Da 


9 A(n, 人 = 二 vB (8 1),-» sin vt. 


关于 多 km 办 ,我们 能 作出 如 下 的 估计 式 : 
An {£0), 


| 和) rd |< dn (0<h<8-1), 
Anersis (p>8—1l), - 


疲 过 = [加 次 分 部 积分 ,我们 得到: 
w= [DGD(E) gn, HT 
+-D)* mE) rl Dds. 


右边 第 一 项 是 0tw“) 十 0(tw*)， 论 最 后 的 积分 为 I, 则 
T=T,+ On) 十 DO; 


T= D(CE) gln, Wd 
-Ca gr (ne, ) FT fw) dp, (was 
-Ts ag, uw) Gu) i (EY) grtn, bd 
-| (n, W) dB (0), 
这 里 
Tl DT -0 (RE) geln, Dt 


从 而 
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T 一 | 有 (CDO7 %) | 一 | G6, (oO 0 Tn, wadu | 


=I(m) Tln, x) — [$CD)]a wr ET Cm, wd, 


Tl rds 


Vm, %) = Di A v) dv, 


rarayh 
“” 那 末 
T=) Tn, wm) thm) Vm, 四 十 | Vn, Da[4GD]。. 
假如 我 们 证 得 : 当 0<w<m 时 ， 


17@ D1<{ 
| 六: ner-p we, 


那 未 我们 得 到 
= 0o( 二 ) + Ons) +0 (ne-s) 


+ Det6/rloV Cn, w) + -Dr Cn, Wat$ le. 
特别 当 $()=1 时 ,或 一 0; 从 而 
ee m)， 


Vln, wm) O(ns) (sa)， 
由 是 , 当 B>x 时 ， 
=O) + (1 Vm, ab uw)],. 
由 于 工 (+)V(n, w) 等 于 

wr (mn, 四 -| -ep wav O (wn®) ， 
所 以 从 等 式 
TletD {Vm, w) Vn, t} = Cn, oa| 7%, o) do 
”又 得 到 : 
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—Tlatl)V(n, vw) =O0(n 6) 十 On 4 w+| v10 (ne yA) dy 
一 Onac ows). 
总 精 起 来 : Pu 办 一 O {min《nrwr， meh wr-9)}， 由 是 ， 当 0<w<a 
时 , 均 宙 地 成 立 着 
Stly lw, Hl OCW) + Dt Ow-a) 
0 0) + Oem-6) = OY. 
从 而 


Dw 
=O +0 Bn) +0 (FoI, 11a D1) 
=0D+0 {EnV ,Dl latpe)]al} 
~0D +0 (flats (w]el)=00, 
这 就 证 明了 了 |of 一 54-i| < 之 0. 
我 们 还 要 证 明了 ln, 坊 的 条 对 值 小 于 4 min (ne ww5)。 家 
Wmin(z, w+n 1), 则 
T(rh-aT m0) = | ED) gem, Dd. 
以 4 代表 绝对 常数 ,我 们 见 到 
[7 <4 | Gi) min (nt1, ntti (nt) -0)dt 
<Amin {nrr1, ntti(nw)-o} 上 (wd < A min {or ,wnw)-s)}, 
当 w<n 时 ,由 第 二 中 值 定理 ，(w，w) 中 有 点 8 适合 于 
JJ 一 mp (有) gon, ant 0 {min(n, n(nw) 5)} 
0 {min (nz， wr (ne) -8)}. 


由 是 vt Ww) 一 0 {min (or wr(nu)“)}， 定 理 1 证 盟 完 毕 . 
【定理 2 的 证 明 】 当 %>>0 时 , 优 
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37p() -| ( 工 一 zt ecos wid 
我 们 要 从 名 [ 户 外 一 S.0, a| 导出 
tl < (Ce>0). 
年 a+T+e 一 局 [$()]s 等 于 
yale) = DSA yalnt) 
= yl) BD (Ea) Se 


= 总 85! (ho) dr yan 。 


t=0 


丽 


T= D0) A yalnt), Vd) — D0) A470), 
那 末 从 上 式 得 到 
启东 (0]o= 及 8 的 一 悦 中 47. (= 加 0 4 


v=0 »=0 


一 匀 (o 一 cg-D7 sb， 
但 是 这 里 计算 的 正确 性 依 屯 于 还 未 群 明 的 事实 . 首先 是 Ys(%) 的 性 质 : 
4 (m>0), 
[ye™ (rm) | | Ar™™” (Om<oa—2), 
Ax™® (m> 0 —2), 
于 面 将 有 立秋 的 证 明 , 参见 寺 皂 松 的 * 实 变 图 数论 > (RB. W. Hobson， 
The theory of functions of a real variable I 564 一 567) 我 们 假设 
atl<B<[a]+2, 5 一 [oj] ， 
那 末 从 Ba 4%yatn 让 一 O00Wom9) 一 Ow 人), 知 荆 on Yalnt) 可 以 变 为 
三 S44*t1iyeln， 因 之 他]s 可 以 写成 上 述 的 灯 数 . 
其 次 ,我 们 不 妨 假 设 & 是 很 小 的 ,换血 话 襄 ,从 


Jlat$ Wal <~ 
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可 以 导出 | 8[4 (65]s1<eo 当 8>B 时 成 立 ， 事实 上 , 愉 
[D108 G00 ong (0) 1s/ TB+ Da 
得 到 
上 [OPE | A 


Spo) GIs) Bd 
< rr) | [pv) le ladoo. 
下 面 将 证 | | 二 4 min(v* tel， mte-a 加 -6), 这 个 不 等 式 保障 
等 式 
BT-L[ 中 (人 1 一 Slor~ar_ Ft) 
的 成 立 ,并 且 从 不 等 式 
后 2et<pe 一 oa 人 TOD1 
完成 着 定理 2 的 证 明 . 实际 上 ,最 后 的 积分 小 于 
4 全 or 十 4| 1th to78 df < 二 十 再 -和 ES 
为 了 要 估计 了 PF,() , 首先 诅 明 [7%(2) | <Amin (如 -1， mi 1°~8). 
由 于 >1, 所 以 浸 s>0 时 ,从 


Sa De nd Yelnt) + Fo) wn 生生 yoC 
=B Om ns) O(N—m) "Ns) 
知 等 式 Jh0 一 局 0-0) wn 是 - 49 ya(o) 成 立 . 屋 | 到 | 一 了 则 
wa 等 于 2 十 Za 这里- 
Dan dtye(nt)， 


= Dan yenh), 


二 而 二 T+1 
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从 恒等式 | 
4 四 一 ae ae (BE) fode 
腑 及 yg(o) 的 人 性质 : 它 是 0(zr-6)(> 有 一 2), 了 岂 是 Do 人 <6 一 人， 

我 们 见 到 
An 好 (p>0), 
de -全 yalnt) | {Ans (p<B—8), 
An2t-8 (p>B—8). 


由 是 
[BA mt min(e, (nl):e) 
一 Ofmin(ta 1, #1(mt)’-6)}, 


N 
[3s| < (h—a) zs max 人 -人 yang) | 


于 [并 一 失 坏 人 十 二 


a 


0 *) max A* 


— /rt Pa 
Ot min(t, (mt}i-s), 
相 加 得 到 7% 四 一 O《x 了 min 代 ， (mt) 玉 后， 同样 可 施 
; Tnlt) =D(mr-9)， 
现在 证 明 等 式 V0) 一 写 (@),47,(): 只 要 征明 这 个 般 数 当 1>。 


(s 之 0) 时 均匀 收 雍 , 或 是 讲 明 袜 (a 一 了 ,J;( 引 十 a) mxJh() 勾 角 , 后 
者 是 \ 

HOt) Owe 1978) +OC mr)O (me te), 
它 的 匀 煞 性 是 显然 的 。 我 们 证 明了 等 式 Po 六 (a)。475， 井 且 建 立 了 


不 等 式 
Ph | EA mites tee 
我 们 还 要 姨 明 也 (0 一 04w* "上 $( 直 =1 于 等 式 
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译 CO ss47,00), 


我 们 得 到 
于 = 忆 四 ,47.G9， 
从 0= 思 (wm。47 人 四 与 GD = 袜 (m:474(9 得 到 
Vn) =—— S047 0) 

=— DD + (Ww) 

= OtrOm pt) =0me tr) 
从 而 的 一 Ofmin meet m+ tr 6) .定理 2 证 毕 . 

-定理 工 指出 [$(#)]。 的 有 界 变 差 性 包含 G[f, 0 一 8 |0, a+e| ， 

但 s>0， 我们 知道 : 有 界 变 差 的 了 的 系数 只 能 鹏 它们 是 O{ 二 )， 有 界 


变 差 画 数 的 富 理 埃 级 数 未 必 葡 对 站 做 . 
在 a>0 的 一 般 情 况 ,我 们 证明 
定理 仿 ” 在 点 9, 假如 [小 因 ]。(0<i<x， a>0) 是 有 界 变 着 , 那 
未 
cf) -os1(0) = 0( 志 ). 
普 先 建立 
引 理 设 a>0, 8 二 [a], (%) a 一 [a]. 约 


KW=K(n WD () 9°, dat, 


则 当 0<w 志 ww 时 , 夯 数 
IT- 人 ur aK (vu) 
是 均匀 有 和 园 . 
设 4 二 min (a, 1 十 8) , 我 们 利用 估 谢 式 


| *) 际 建 功 ,科学 纪录 (1943) ，283 一 389. 
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(是 ) gn, DO) (Lt (a>0, h>0, 0<t<n) 
来 证 明 引 理 ， 由 分 部 积分 ， 
| waK (w) = ~ EK (Ww) -中 wt K (Wo. 
将 积分 玉 (w) 写 玻 在 (w, ww 二 二】 和 (名 十 土 , w) 上 的 两 个 积分 的 和 
”1 十 Ks， 我 们 见 到 
wr K3 (1) -wl 0) O(a) (uo) = 00D), 


Ww” K,(w) =w no| ( 且 ) yn, dd (tar) 


wo 
= no On) (mw) =0 (1), 
由 是 1 
I=—011) -ol- ur 1 K (vw) dy, 
简写 9 mo, 上 一 9 均 ， 上 式 中 的 积分 等 于 
wD GHD) Ht dw [ga + , 


. 
这 里 
H(t)= | Wl) do 
和 (0)1 十 i 
由 于 五 ' 仙 >0, 所 以 五 (是 + 的 增加 画 数 ;从 而 (w, 22w) 中 有 w' 适合 
I ged)H OH 2) ea 
=—Owr) nt (li+rw) =0(1). 


假如 二 0, 那 未 积分 | ”ge (人 ) 吾 (由 的 各 对 值 不 大 于 


| 2 起 一 刀 ) 工 一 【区 》 du., 


i 上 小 g'(t) dt | =0() (2w<w'<s), 


. 当 上 >0 时 ,施行 次 分 部 积分 而 得 
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人 (办 (和 万 ( 夫 收 
4 


-[B DT HT +-D*| 9 WH. 
但 是 , ww 之 1 的话 ,左边 等 于 一 一 第 二 中 值 定理 一 
HW) gm d=001), 
所 需要 群 如 放 明 的 是 在 和 <] 的 情况 . 当 v<# 时 ， 
[(~—1* ?gD HE 
=@—D. (ast gm) ww) gu 
+O{(n)" (1+mo) 1} 0(1). 
对 于 ?> 一 的 项 : [g() 英 (Dj5w 等 于 
On) [tam Hw) + (1+m)™" H(2)] 
=0(1) FOLmD) (1 +m) "=0(1), 
总 糙 起 求 , 我们 得 到 
上 gD 十 (信和 二 DOD 二 (一 -D*|" yg '(#) HW (at. 
未 项 中 的 玉 吕 (t) 等 于 | 
RL | wet (#4) ~ da 
十 3 A Ww? EE , 
这 里 的 A1,…, 4 都 是 常数 . 轩 上 L; 利用 第 二 中 值 定 理 ， 
[9 HHS a 
op AOL CC 
这 里 2w<<w, 达 rx ,二 代表 积分 
[sO wD) du dt, 
当 c>5 时 ,由 第 二 中 值 定理 ，. 
ss [Cum -(% du | vy DUSO (ww en). 
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假如 a 是 整数 , 那 末 ac 一 下 (一 1 一 1 (一 太一 0 由 是 
人 GOawOa-o0D+0G =00, 
[0H Wd-00, 
人 ea-00。 
总 烙 起 来 ,得 到 工 -OU) ， 引 理 证 毕 . 
由 于 m% (cg 一 03 一 | (a 一 1),-s vA,{0)/ (ol 所 以 我 们 莫 要 证 


明 上 式 右 端 一 写 做 攻 (9) 一 一 如 有 界 ,就 姓 明 了 定理 3， 
记 [a] 一 b， 积 分 雄 (9) 起 过 上 次 分 部 积分 而 得 


的 一 | $0 Dd 
-[SCD"G,0 (着 ) Fd + DT, 
这 里 五 代表 积分 
[oO (Af) gn, Da 
因此 
I That1) =| | 任 一 大 -四 (2 gr (n, dt aD, (wi) 
= -人 B, (Wu) dK (u) 


i 
-yar tlaE tw. 

分 部 积分 ， 
T(taTG-atDL -| I (wag (1, 


由 引 理 , (tw) 是 有 界 的 ;由 假设 [(w)]s 是 有 界 变 差 ; 因此 从 上 式 得 到 
I 一 0(1)， 从 而 长 (9) =0(1) 证 明 完毕 ， 
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波山 桂 有 例 表明 〈 丛 放 数学 会 期刊 J. 工 . M.S. 第 下 一 逢 ,1986) 
[$a (a>>0, 0st 生 加 ) 的 有 界 变 盖 性 苍 不 含有 马 |cg(9) 一 a%.1(9)] 
的 收 仇 ; 波 由 桂 在 这 篇 交 章 中 双 有 例 表 明 ; 后 者 的 收敛 并 不 包含 丽 数 
[人 ]ar (0s 失 本 严 ) 的 有 界 变 差 性 .然则 {o4(9)} 具有 怎样 更 强 的 性 
质 时 ,才能 说 [四 (jwyi 是 有 界 变 差 ? | 

定理 4 假如 半数 对 log njor(0) 一 o4-1(9)| 收 使 , 那 琳 丽 数 


[$0)]on 在 [0, x] 是 有 界 变 差 ,e> 一 十， 


这 个 千 果 是 著者 在 科学 记录 第 一 齿 (1945) , 290 一 299 的 文中 证明 
的 ， 妹 明 需 要 较 多 的 预备 知识 , 移 到 后 面 来 完 臧 . 
定理 号 着 ca> 一 1 则 当 王 同一 必 1COel 时 ,对 于 任 一 正 数 。 成 立 着 
T=—S0, a-He|， 四 
当 a 庆 0 时 , 豆 纹 一 510,a| 合 及 一 SIC,a+e| 的 定理 ,是 长 格 
贝 脾 良 次 于 1925 年 在 法 国 杂 志 (Bull. M. 49) 上 发 表 的 .他 的 工作 , 著 
者 向 未 寅 目 ,下 面 的 证 明 , 对 于 ae> 一 1 的 情 现 也 是 有 效 的 . 


【证 明 】 是 < 二 e 一 8, 则 (8)so4 一 习 (8 一 了 ,wy, 它 也 等 于 
容 人 -Devos- 呈 (os-o3 间 国人 Do(e 一 DeeT0B)vog， 
因此 
or 一 ag 1 一 人 hn 《af 一 59- + (08 一 可 2941) (ma ») 
go 所 Wi 


”这 里 


(oa 9) = (1%, p)1+ (nn, v)3, 
(m, 一 总 ,hee eben), 


(8), (B)n1 
(1 
(n, 2) 3 一 Ba bp (ae 二。 人 2),-., 


(ae—1) (B+1) (B+ A 
由 是 ,注意 到 0< ojns< 9) 
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有 ad 
> [os—os_1| 


< SE oat 十 训 加 |(og-og) On ”)| 


LE BB») 
< los 一 of_1| 十 os- cgia| 名 | {n, vy)|， 


我 们 只 要 蒜 明 , 次 | (mn, v) | 对 于 v 入 为 均匀 有 界 好 了 . 
有 只 与 “和 忆 有 关 的 数 0 适合 
,六 <O, 轩 ro 六 ao=Ce+rDo 寥 ,om 
由 是 , 鸡 于 和 >， 均匀 地 让 着 
-00. 
要 并 明 | (m, +) Ee 还 要 许 明 


之 -一 :0 i (a) (8 —2) ee 


由 于 (e 一 2)w<0 (m>0) ,所 以 上 式 左边 项 项 都 是 贡 数 ;其 相对 值 等 于 
-0 -2 


= OAD (0Dn0( < De-D,s 
=(8).0(0-9)=00)， 
同样 可 诅 z 

,Bn, zl=0G)， 


7. 有 关 |C, “| 求 和 的 一 个 等 式 


当 多 [六 9 可 用 1C, a| 求 和 时 ,我 们 将 建立 一 个 如 下 的 等 式 :假如 
积分 
TO= wp) (a>—1, 6>a>—1) 
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依 某 种 意义 存在 ( 当 6 之 0, 8>0 时 , y 了 全 显然 存在 ) ， 那 未 有 机 作 四 
适合 于 | 
TO= B00) oO) Fi, a) (or1=0). 


我 们 将 利用 这 个 等 式 导出 一 些 精 果 . 
首先 引入 画 数 


人 -| ww (1—&e) cs(ww du, 


这 里 ce 一 1 > max{g, 5), min(g, 5) 之 一 1,w>>0, cs(w) 表示 下 列 四 个 
画 数 的 一 个 ; 

CO Ws, SinY, —008 YW, —Sin th 
0<s<1, 

引 理 了 (i) 当 0<s<1 时 ,均匀 地 成 立 着 

Ovi0G, 6)=O 0) O81), 
(站 ) Ov; 0, 中 1 二 Kw +? ( 玉 , 只 和 s 有 关系 )， 
Giii) 假如 6 一 1>max(g 十 ,5), 那 末 , 当 0<<g<1 时 ,均匀 地 成 立 着 
ArO, (nt; a, 6) =O (nt) te ORKn) 1 (i>0), 

符 且 |?*0, (ni; a, 0) | EP (Mi, 

(iv) 所 及 =min (1+58,&@ 十 b 十 2) , 则 当 缔 0 时 ， 


sed Oobnt; a, b) OL 
(vy) A*Colnt; o, b) =0(8) {Fn TF 1+ et}. 


【让 明 】 (i) 座 £ 一 min(i+ [al ,1+ [5])， 经过 次 分 部 积分 之 
后 , 0。(%; 4,6) 变 成 


wm * |. CS (Vw) Cy) {* Go 人) du 


a 台 py cg(wu) ur (1 en (uw— 6) du, 


Se 
常数 ,mn 与 和 8 无 关系 ， 
当 0<m< 和 时, 4 之 1 二 n, 5;>m。 因此 ,相当 的 积分 ， 
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i 
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上 CB (0) We (1 — 4) lL 一 人) Adu 


-1 (1 ) (1—e) "| cso) du, 


最 后 的 积分 的 上 限 和 下 限 是 在 上 与 工 之 闻 的 ， 从 而 这 个 积分 等 于 
0(w-!1)。 由 是 ， 


pm A 2 = G9 (wu) Uae (1~—)m (Ww— 8) cn dw 

ee 4 | 2 
的 息 对 值 小 于 Aw 人 (>0) ,4 是 移 对 常数 ， 

对 应 于 m0 的 项 的 形式 是 

ZA,o, ,| Ur kL)? (1 一 二 ) cgs(wu) dw 
0 (w*) | wi (1 —0)? es (pu) du, 

这 里 6。<m<1, Ow 小 于 hw*, 和 4 表示 相对 常数 ， 当 > 去 时 ,最 后 
的 积分 不 大 于 


marx vr * 
v1 


当 8 这 0 时, 0(w 悦 ) 的 项 可 以 略 去 . 
假如 9 < 于 ， 那 未 


[Qosemy) dul <2efOG) tO } eT, 


| ws (1 ~) os(wu) du 
二 fF wt(1—w)? oa(wu) du Oo-Y) 二 Oo- 
— max (1—w) | ukos(wu dut Ot) +O(w 1?) 
0 Cn Ov) 十 DO(o + OC), 
因此 ,总 灶 起 来 ， 


二 “| wt)"(1~E) “oslow) du 


—0(g- Th) Ow + OW), 
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同样 可 证 
-人 ar 
二 | (一 办 rs 人 1 一 达 ) oslo du 


~O(s +0) +40). 
由 是 ， 当 zzz 工时, 0.(w; 4, 3) 所 粗 成 的 各 部 分 都 是 O(zrc3) 
+O( ,所 以 (i) 成立 ， 应 该 注意 的 是 当 0<z<1 时 ， 
CO, (vz;0, 6) 一 OU) 一 O(z 9) 十 Oo 站 ， 
(ia) 从 (i) 的 诈 明 ,假如 我 们 放弃 0(c-: 9) 十 OU 一 9 中 加 的 关 
于 s 的 均匀 性 , 那 示 就 得 到 (入 ). 
《ii) 暂且 简写 Cs(o; 4, 8) =0 (wz) , 那 末 


A* 0, (nz 3» &， b) = 二 | 轴 。 人 OW (gxt) dr, dp_1* * “Ga ， 


nt+1 gt OK-1 中 了 
OZ) =O {rv, a+b, b). 
从 而 


[om tan) {Oe det Oe Dd 
wr-i +1 Ty} 二 1 


=O0(w1t) 1 +O 1 . 
办 次 积分 ,就 达到 所 要 的 千 果 . 
(iv) 册 于 Cnt; G， 5) 一 nC nt; 4 十 1, 5) 一 nO(2), 所 以 


Ar 0 O(nt; «a, 8) -nt| | "| ow t) dwr dar dr. 


又 因 Cm (z) =0 (w; gt+h 十 1, 8) 0 (DD), 故 当 优 <1 时 ， 上 式 右 端 等 
- 


有 十 1 


Ons) =O(ntt) (1Fnt) EH. 
假如 nt 之 1, 那 未 从 G6 (ewt; 4 十 6 十 1, 5) 一 0《w 修了 ,就 得 到 所 要 的 烙 
果 .， 
，(Y) 从 (iv) 可 以 立 列 得 到 (Vv)， 
更 在 考 虚 积 分 
Cu 0) 一 | wu) cos (nu 站 du (a>—1, b>—1, 0<t<n) 
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的 和 8 人 ) 一 去 Co 的 十 Cx( 十 … 十 On 人 的 ， 我 们 昂 到 


SD 
2 sin -> > (ut) 


S,(8) -| 2 人 一 2 
v 


引 理 志 ”在 区 闻 0< 去 上 成 立 着 
So 人 人 一 OCT 《一 min(1 ez，8 士 二) ， 
Sl =000) HF) (LL=min(0, og, 5b)). 
【蓝田 写 着 


Bult) =Bn bt) + Bual), Sult) =| Set) =f. 
到 


由 第 二 中 值 定理 ，( 豆 ，1) 中 有 于 区 间 (to, 幻 以 及 常数 4 适合 
Salt) =$) G0? sin (n+) (wh) du, 
从 而 妈 w 的 一 On 十 OGnt) +、 将 这 粘 果 ,与 za 人 的 一 0(1) 相 粘 


合 ,就 获得 
tSralt) =O0t +nd) Tt. 


利用 第 二 中 值 定理 , (0, 到) 中 有 适合 于 下 式 的 # 和 妇 以 及 常数 B: 
RS 全 -3 utsin(n 十 芭 到 ) du, [BI < 
因此 8m (二 001+nt) “十 0(1+1t)"*， 和 并 且 得 到 
tS,(t) =O +nt) I. 
融 万 一 mw 十 可 ,8 人 可 以 分 成 如 下 的 四 个 部 分 : 
BDO, 
， di 


oa 4omD 8 (P+ ety I 


wi sin(Nut) ， 
有 nt1(L—u)? oot ~ Sm gy, 
oult) +o 4 (6) a + ) 人 一 地 0 人 一 1 Gy 
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用 上 面 的 估计 法 于 ow( 引 (7 二 1, 2, 83, 4) , 我 们 得 到 
tom(t) =0(N) (Nt 二 ON) (NE, 
t onalt) =ON) (Nt) -1 +OCN) (Ne, 
fos 人 的 OND -+OUNE 1, 
f3gm(t) = ONE -1 OCND, 
相 加 即 得 

B29 (t) =OCND ~ OND +OD 一 OU 二 na 

引 理 仿 说 4-1, 6>>a>>-1,m 和 5 都 大 于 一 J 一 a 6 

>>max(g++a+2, 5 十 1),t>0, 央 当 2 一 > 十 0 时, 画 数 


Fles ty 0) = D0) DE -2—a) ws Olnt; a, 1 
收 化 于 
Bt, oO) = 0), DF (~—2—a) us Colnt; a, 6); 
对 于 0<a<1 来 说 ,均匀 的 等 于 
CGh ”人 a> [al), 
Ol (a= [2a]), 
【就 明 】 当 a=[a] 时 , 工 ( 一 2 一 xc) Ont; 4， 人 等 于 
(~2— a) 0, nt; 0, D) = ST (~2—0) 0, (RTL; «, b) 


一 A"+1 0, (pt; a, 5b). 


owt+{ 


此 时 也 ,(e, 各 四 等 于 
BO hr 0, (pt; a, 有 
一 (的 ho0, vt; oo D+ D(a—Ds sr 0, (ps &, 5) 
ON z 
当 a> [Qj 时 , 首 光 注意 : 当 e->0 时 ，、 


1 (ef a+2) = SS (—2—a) a O, (nt; @ 5) 


=2jt+ 


义 狂 于 ,她 《一 2 一 0)-n0o(mt) 事实 上 ,上 面 的 航 数 等 于 
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> CO {ni) + (nf) 1} 
H=2H+1 : 
| —0 (2 人 十 {a a ， 
计 lim gnle tT2) gu li, a 十 2) ， 那 末 
SD (gol, aot) = HO) + TOs) 
k= =» =D 
=000) e400) 1, 


又 读 
bles ty at2) = (2—a), OC, (nt; a, 8), 
OE he, 4 at 
H,(s, t, +2) -ble, t, a+2). 
我 们 证 明 | 


(fo)3: fule, ts 

He, tat) + aD), Hle, t, at+2), 

由 于 Ee 

六 2 一 as-y Co (nt; &, bP) = (—1~— a (nt; ay b) 
OC) {nD) et (oh), 

关 名 (~ ~2—a),-; Cent; @, 8)=h, (8, t, at1), 


所 以 将 肌 .ts, 加 e+ 分 = 六 沼 ( 一 2 一 ) ,0,(nt; 0， 5) 中 的 加 法 上 
序 交 换 , 可 以 获得 如 下 的 关系 式 : 

Hles ty ot) =ble, tat Dt D1) [Ont; 本本， 
最 后 的 般 数 是 

oO( Bre{ mt i ) Oe) pdt 


乘 以 (a 一 了 而 施行 加 法 沁 , 它 匀 做 于 一 个 面 数 (se, t,o 一 卫 ; 事 
实 上 ， 
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DD pe{pt) et Cp) -0 O00) -1 O(a) -1 

由 是 ,假如 般 数 
Dla-l), he, tai1)—f,(e, t, a—1) 

收 禾 , 那 来 

马 (a—1), Hte, t, a+2) =f,(e, £, a—1)+L,(e, t, a—1), 
从 而 得 漳 

(f)a: fule, t， x) | 

=(a)w1 Hle, t, a+2)+L,(e, f,a—l) +f,(8, t, a—l). 

但 是 (f,)s 是 〈 记 ); 沟 过 和 荆 弯 换 而 得 的 ， 除开 假发 fs, t, a) 和 


. fete, ta 一 1 的 存在 还 需要 条 件 
lim (a) x hy, t, 4 十 了 一 0， 


(fo) 才 有 效 ， 至 于 (Po)i 的 收 和 化， 以 及 上 名 条 件 的 成 立 ， 可 内 下 面 有 
关 名 , 的 性 质 明 白 : 设 0<s 过 1， ti>0, B<a+1, lJ 
1° hle, t, B)=00o) {pd) et (ph) -r+ (8> [8]), 
2° hle, t, B)—OCp {pt) te 十 (or 《9 一 [B])， 
(81 -Ba4m Ce 0, D+ (8—B)sd10, Gr Tt; 用 
一 2 十 33 . 
由 引 理 工 的 人 ii ， 
B=— SB) {Op (于 O( (于 全 
=0(p {pt) e+ (ph) mt), 
由 于 芒 ([8] 一 8)。s 一 ([B] 十 1 一),, 所 以 | 如 | 小 于 
({B8]+1—8), max A O(nt;o, 人 | 


Oe) {ph) et (ph) et . 
将 肪 与 马 相 加 ,就 得 到 1?. 
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当 忆 是 一 正 整 数 时 ,应 用 引 理 1 的 (iii) 于 
BB)s Olnt; a, b= 4 Olt; 4, b), 

就 得 到 2° 

由 1e 和 2e , 知 : 当 B=(a) 十 1，,…, a 二 1 时, 成立 着 

lim (8—1)x-1ha(s, t, B) —0. 

由 是 (了 ,)s 可 以 改写 为 

Fs: fules ts) =frles ty 四 -二 着 Le, te- 

pC H,(e, t, x 填 2 一 人， 


这 里 (a) =a 一 [aq] ,58> [a]， 关 于 工 (s, ta 一 如 ,上面 已 可 作 出 估计 ， 
从 而 


[xl 上 + 工 


全 Te t, a—b) 0 +O?,. 


我 们 也 已 经 知道 : 
H,(e, t, QA O°) {Cv 十 (vf) tb} 
网 此 (fo)s 的 末 项 是 


> O(v ; pe) { (vt) ~ 十 (pt) te-b} Sy (vi 十 口 (pt) i 


总 精 起 来 ,关于 8 均匀 地 成 立 着 
f(s, t, 0 一 户 (e t, (a) 一 有 十 OO 二 Oo 有 ™, 
”现在 址 明 般 数 


fulest, 四 下 = 六 (四 -Do 人 te 和 (0) +D), 


. 当 8 一 "0 时 ,与 叙 于 


fult, C0) —l) =hs(h (9) + DColnt; o, 5) dno) , 
这 里 4 人 t，( 四 ) 是 
best, (O) = Om; DTD D0) —Dr, 


当 e_>0 财 的 极限 ， 
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8， 《o 一 习 (la) 一 了 一 (a)— 1) ,x = 六 (- ka) 一 —1)n(ta) ~—1),_m 


= 0)) oC) Dnt0 (L)=0(4). 
由 和 差 变换 ， 
D-DD 


= a0) -Dnt (— (0)), (0) ~ Ds 

v29 的 语 , 上 上 式 是 
Oy) (1— (a) st OT) (一 () 
简写 min(a, 8) 一 (a, 5); 那 示 O(nt; wa, 5) 一 0 (m0 从 而 
4,(8, £, (a)) 

= SO -ro nt 0) (0) 

Ge -0 Dy lp} Op) 
从 等 式 

(0) Do hle, t, (0) +D) 


= 入 COs (nf; a, 有 六 《(e) —Da(— (0) 一 1 


=29+ 


+4,(e,t, (a))— ea 
以 及 lim du(e, t，(@)) 一 0, 就 得 到 上 述 关 于 f(t，(a) 一 了 的 精 果 . 
总 的 鹏 来 ,我 们 见 到 : 当 6->0 时 , 夯 数 


五 2， t£, 0&) =- 包 (a) hue, ft, +2) 十 > C0) gule, £, a+2) z 
fle, to) + DB (oagu(e, t, a+2) 
与 仇 于 
Flt, 0)=f, (t, a) + DE (a)a galt, a+2) 
一 已 (vt) 一 并 一 (Gy b) 十 加 (zz 四 [一 5 
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稍 合 关于 廊 ,(s,t 有 的 (2 )， 就 完 研 了 引 理 3 的 诈 明 、. 
现在 用 如 下 的 x(2) 来 代 积 分 C. (ci 4, 了 ) 中 的 因子 (一 w)*; 在 
|o@, 到 | 上 ,>y 全 等 于 二 在 | 去 ,1 上 x(W) 等 于 入 -0)?, x (w) 在 
如, 和 中 是 具有 适当 性 质 的 连 和 车 画 数 、 优 效 引 理工 和 引 理 3 的 证 骨 ， 
明显 地 可 以 建立 如 下 的 
引 理 4 让 
0<s<1, a> 一 3,5 一 1, g 和 了 都 大 于 一 1 一 a， 
(ga, 8) =—=min(a, $8) ,ce>maz (loa,1-8), 
, {w; g, b) = wzt) (1—) cs (pu) du, 
: 如 名 
则 当 z>0 了 时 ,有 (io 有 一 OCT 功 关于 量 均 与 地 成 立 ， 假 
如 c>>max (a 十 十 1, 5 十 外 ， 那 末 | 
A (nl; 9, BD) Ons) (nt) -e+ ON) GD- 
关于 。 均匀 地 成 立 , 左 端的 条 对 值 也 小 于 区 (e) 太 (mf)? 其 
c>max(at+at+2, 85+1), t>0, 
则 当 e 一 0 时 , 画 数 
Fles ty = D2) Fn; 4, b) 


下 后 
Ft, 0) = D0 D2—a) wn Folnt; 0, 2) 
sf OWE (> 四 )， 
0 村 (zx= [四 )， 
现在 证 明 下 述 定 理 : 


定理 1 起 c> 一 1 5>a> -1，4 和 ?都 大 于 ~l1~a, $O~ 
六 4cos mu, 则 当 ; 
1 + 5i0,al 
| 号 局 二 | 
并 且 积 分 
TO = 0 $n) (i>0) 
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存在 时 ,7 (人 等 于 般 数 立 (cg 一 c9 -1) 杞 抱 q) 的 和 , 这 里 021=0， 


(10f= DD aDrs hh. 


【让 明 】 假如 一 1<a<0, 那 末 卫 4 eos 对 均 与 地 稻 对 收 敏 ， 从 
而 了 G4) 傅 勒 具 格 的 意义 存在 ， 训 


TD- (1 E) $lu)au, 


| 
Vb) = A OO, Cnt; &, b) 
-一 302 (Cnt; 如 2) > {(—2—a),_r(0), oy, 
外 是 可 以 诈 明 


lm J =D (ot) Plt, 四 。 
在 一 般 的 情况 , 当 了 iog 一 cg_:| <co 时 ,从 引 理 3 知 级 数 
Sl(e, d=T (oo P(e, t, 0) 
契 对 收 化 ， 由 于 ogFy(s, 0) 一 0(1) ,所 以 
BS(s,D= EosAF,ls, bo) = Do) (2 0),.0,(m), 
这 里 Om 人) 是 0, nt; 6, 5) 的 简 屿 ， 另 一 方面 ,假如 lim Rxle, ) =0， 
“ 那 示 成 立 着 
一 总 0,0) -im 时 人 0,og 加 (2 人 
Bt{e, #1) Jim Ry(s, 1), 
这 里 Rr(e, 矣 一 训 (ao 加 (一 2 一 0),。0,(mW)， 现 在 丁 明 
lm Ry(ls, t) =0, 
讼 
Rye, -Rn+ Rw 一 训 (ovof (总 


1 + ) (~2~a)., 0,(m), 
则 由 引 理 1 的 (i)， 


7、 有关 |5, w| 求 和 的 一 个 等 式 317 
R= Dos 六 0 (nf) OWN), 
发 大 是 区 间 [x 十 1,， 5 十 2) 中 的 最 小 整数 : n+1<h<5 二 2， 多 过 
次 和 差 变 换 ， Rw; 中 内 部 的 和 了 (一 2 一 ms 0,(nl) 变 成 
S10) dO (mt) (1a OWFID 
+(—1i~—a)sy_, Co (2N+1t) 


2N 


= p23 (F—0—2) ny A* OC, (nt) -2 dO(N+1D) 


名， 
+ -e240, QH+It) 
= 21— Fy 2s. 
利用 引 理工 的 (y) ， 
ON (NIND) Ne) 
-OW {ND et WD), 
.从 而 z 
高 (of OU WAN CN) 
=O0(ND 4 OND YS?. 
其 次 估计 太 ， 车 #5=a 十 1, 则 他 一 a 一 罗 ， 一 (一 办 而 也 等 
于 0， 假如 8>a 十 1， 那 末 一 < 7 一 “一 2<0， 以 而 
(b—a—2)n> (h—a—2)n>0 (n=0,1, +.), 
应 用 引 理 二, | 33| 不 大 于 本 有 
Ba—2)sr max | 4 0, (BHI) + 40 72 区 | 
<h~a—D rs {Nt ON + ON 
ZN OND- ON?, 
从 而 
So BO NH ND NDT), 


最 后 从 恒等式 名 () ,02(8) ys 一 (ze 十 B)w oN 得 到 
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| 《ka) ,cz 22) -~ 色 4 全 OWI 站 3 (m) ,os(I—a—2) yy, 
SD of 4 0,(Nttt). 
利用 引 理 1, 就 得 到 
| ((a), 08 2s) =O(N. 四 -十 OK NA 


相 加 ,得 到 
Ry(s, =OND) -HOCNt 2, 
景 后 两 项 , 关于 s 是 均匀 的 . 由 是 , 当 入 00 时 , Rx(s,t) 与 化 于 0， 
从 而 得 到 等 式 


lm J = Do Pl, o). 
我 们 还 要 证明 : 此 式 左手 等 于 | 一 w)?$(w)dt. 


设 p 是 区 间 (4, 4 十 力 中 之 一 正 数 , 则 m 一 etto-a>e. 由 于 o>0, 由 
第 二 中 值 定理 , (s, "nn) 中 用 适合 于 


上 wl1—w*(1—£)$ Cu)du=(1—2) | og Cut) du. 

由 于 s/m 一 sr", 所 以 上 式 当 es->0 时 是 o(1)， 施行 分 部 积分 于 余下 的 
积分 , 它 变 成 

(1—e)° | v1—v) $vt) dv 

- -世人 (1 一 二) du] wll—o) s $vt)dv. 

最 后 的 积分 等 于 

| vl —o)? $Con)| (1—e)’ -(1 -二 ) | Qv 

={(1—s): -(1-)} | v (1—~o0)? g(a, 


这 里 ”之 6< 达 1， 由 于 { )} 中 的 数 ， 当 e 一 0 时, 是 0(])), 所 以 上 式 是 
of1) . 
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总 烙 起 来 ,我 们 得 到 
lim J (8, 1) =lim(1—e)° 人 ve(L—o)* $d 
=| ed 中 bo =), 


定理 1 诅 明 完毕 ， 
币 用 定理 1, 我 们 建立 有 关 富 理 埃 和 级 数 逐 项 积分 的 定理 . 
定理 它 认 几 (用 一 4 cos ni, 关于 某 一 ,了 4， 可 用 10, a| 求 


和 ,并且 积分 | $()17* dt 存在 , 闭 末 等 式 


| ,$0 g(r?d 一 总 4 g(t)t-* co8 nt dt 


对 于 [0, zj] 中 的 任 一 解析 区 数 g (i) 成 立 ， 这 里 入 <1 
【 殊 明 】 写 着 4 一, 当 8>># 二 1 时 ,对 于 积分 


的 一 加 一 | GE 一 四 gt ooskmnt) du, 


利用 前 面 的 方法 ,可 媳 小 y*= Oo (m+. 当 吕 103 一 09-1| <co 时 ， 
起 数 
Cm np OP Ne A 
政 仇 于 一 个 画 数 依从 ， 这 里 >a>0， 坑 
pp) Dd yr), 
则 种 的 =O(ND -3 由 上 节 定 理 2 的 证 明 , 成 立 首 
DAY) B00) — prt) +0lD) =8 C6) +ol), 
当 se-*0 时 ,我 们 见 到 
be 
-lim 玄 4， 上 w+ (1— wu)? 9 (u) eo8 (rut) du 
一 lim S,(t), 
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这 里 的 8 的 玫 示 有 (的 中 的 ye 人 用 
| ea- ww)?* gu) cos(nut)du 
来 代替 的 新 数 ， 后 省 关 于 。 是 与 级 的 ,所 以 得 到 
| gt gnau=8 0. 
由 于 g(w) 的 任意 性 ,所 以 置 5=0, t=1, 且 将 上 限 改 为 zf， 就 得 到 所 要 
的 等 式 ， 定 理 诈 毕 ， 


上 言说 过 ， 4,=s|0, | 拉 不 含有 画 数 [5 人]1i4o 在 [9， wr] 为 有 
界 变 差 .现在 站 明 


定理 3 假如 加 4,(0) 一 s10, a|, a > 一 于, 并且 积 分 


| mg Da ee 
存在 , 那 示 本数 +[7* 示 (和 )]14a 在 [0, x] 为 有 界 变 盖 ,这 里 
FO ~E A), 2 FD +IE-0), 8>0 
【证 明 】 届 8>1+a, 和 一 一 o B81--5, 乱 
E(t) = (9 so, 
则 多 (1) =B| CL 一 人 ?wr $et)duw， 要 证明 的 是 "本 数 
GU) (B>1+a) 和 ol BE) B=1+a) 
在 [0, zj] 上 为 有 界 变 差 , 这 里 o'(t) 和 坟 10 (8) 都 属于 工 (0, w)， 换 句 
话 识 ,我 们 要 证 多 () (8>1+a) 以 及 画 数 Po (0) [9 人 1sse 的 车 而 数 
在 [0, wm] 上 可 以 积分 . 
由 定理 1, 我 们 得 到 
GH =BD (or) Plt, o) . (o> -Dl), 
这 里 ex; 一 0。 利 用 下 面 的 引 至 5: 


2 (0>0)， 


*) ， 这 里 顺便 就 明 . Ce 的 在 [0, 可 也 是 有 界 变 盖 。 更 一 般 的 定 于 , 载 
在 杭州 大 学 学 报 IT 第 四 期 . 


7， 有 关 |C, ce| 求 和 的 一 个 等 式 321 


我 们 又 得 
BB (0) hf Felt, 0). 
当 有 > x+ 时 ,我 们 昂 汉 
站 癌 忆 所 四 |u=0G. 


假如 B 关 zx 十 1, 那 未 
x dg 网 
| j= 四 是 可 (RN | d=—0(1), 
当 0<wt<1 时 ,我 们 将 证 
a d 
EF,(t, a) =0{1), At 
这 是 引 理 6. 由 是 可 知 
Bt dad po Bl lo Ft, 0 | 
都 小 于 一 个 常数 4， 从 丽 
[le Wu<4 lerorsl (om0, p>140). 


从 引 理 3 知道 , 存在 正 数 9 适合 五 ,(t, al)=O( 人 从而 车 合 
如 (四 一 如 (1 (和 1) ,我 们 断言 : F(t, 0) 关 于 vv 和 ,是 均 句 有 界 . 
因此 ， 


FP,(t, 一 Op) CD 有 me 人 


6 1 人 | {F(t, @) [dt <0. 
由 是 ee z 
felted) li< (4TO) DB [osotl. 


”这 就 洁 成 了 定理 的 证 明 . 现在 建立 
5I 理 与 发 0>a, 14¢>0,1t+a> (a) ta) 一 ac 一 [fc])， 则 


-0 F, 人 a) ~O(vt) ?4 OE ™- (p>0, 0<te<n). 
【证 明 】 首先 永明 : 当 0>a~1, b>a, 8>a 时 ， 
Oy -从 和 
(1) pst) 三 py lt, 0) 一 Sn-1 (2) 之 (0) (~—3~0) "pO(rt 区 
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这 里 
P=min(l—a, o~a, 8+1—a}, 0<t<x, 


Bt) —B 00D) + t+ OD), 
0 一 | ?oon(ma) du, 
由 和 差 变换 , p(t) 一 马 十 马 十 如 ; 这 里 ,利用 引 理 2， 
加 总 90 守 . CRA 


=0(t3) (vt)—r we 3 (~ 1—o ny 


一 0 人 (vhs, Lr=min(0, o, b), 
BaD Sa (1—a) .210 (vy, 
3s=(0), SS) (90 (9-0), Shs ld) 

=(0), 10), dS + (0 (一 1 四 8 和 的 


-( > a -1-a， CaO) +0O( 1) (yt),, 


由 于 《一 1 一 D4 是 & 的 磊 少 责 数 , (一 0)。 是 几 的 增加 丽 数 ， 所 以 
上 式 右 端的 第 一 部 分 等 于 


(2) max Curr 十 (ov 一 1 一 oemax |2 a, 


人 < 此 二 也 


”从 而 , 写 着 互 =min (2+a, TI 四 ,13s 等 于 
OU 有 -2 十 O (2) {CA (pt) 7 (mt) }. 
此 精 果 当 m= [本 时 , 简化 成 
上 2 一 Do 区 <， 
这 里 我 们 应 该 留意 a 一 上 一 max(a 一 4, a 一 b, qa) 0， 总 精 起 来 ， 
tip,() =0)"r (a—L'<0). 
同样 可 以 证 明 PD 0 OC) 了 ,这 里 P=min a 

a+a, 8+1—a), 
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其 丈 姓 明 
@) (0) 0 
谣 p>0, 则 因 导 (一 8 一 @),。~0, 所 以 
MAG -ED A 
=— 训 Sal) (一 3 
从 耐 , 当 0<t<z 时 ， 
ed 二 
-- 贡 8:0(-3-awv+ DB Oe rs) (a) -7 
一 直 玫 机 作风 一 习 四， tyo(t at2)+h(t， a 二 2)}， 所 以 (2) 成 立 ， 
发 N>， 则 
SD) (20)., 


=po lt 0) —pr(t, a) +, ,Beil D(a) ~3—a)s. 


从 而 
0 S00) (~8—0)., 
一 凡人 的 一 内 的 十 D8) Om). 
最 后 的 和 等 于 


入 00om -0 -DO ) (ph -Ir, 
利用 px(t) 一 o《 了 )，(2) 简 化 成 为 


(3) {Pt a) Fpl 0)} 0 (Qt<n), 
假如 4a 一石 =max (a 一 &, 4 一, 2) <0, 那 来 从 pi( 让 的 箔 计 ,等 式 
{83) 完 成 了 引 理 了 5 的 证 明 ., 


，” 至 于 等 式 (3) , 是 在 px(t, 9) =0(1) (YY 一 co) 的 基础 上 成 立 的 现 
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在 从 (8) 出 发 ,以 下 面 的 步 马 来 完成 引 理 8 的 奸 明 [px 一 0(1) 的 放 明 , 移 
在 后 面 ] : 
《i) 当 a 为 正 整 数 或 0 时 , ipXAD) 一 00vt 十 OO 但 下 六 芋 ， 
(ii 所 po 区 一 OU 的 ct 十 Oo (P>0, vi>1). 


要 散 明 人 ,将 户 人 改写 如 下 , 乱 刀 = 轧 ( 一 8 一 ao8saG ,有 
pult, a) S gos) p> (a}n{—3—@)n_,y 
=- 沪 ,3-0 S00) 
-= 名 (0) nk, = S$ (a—1), (dt dt) 
yp Pia 
+ 疙 4 [(@)»~ 训 (oD),] 
= 六 (DE (9) Be + vd) 
一 pv 人 a—1) 十 (a)v_1t dy 十 2,) » 
由 于 本, 十 …: 十 本 5, 等 于 
人 沪 Si 祝 (8-0 一 学 5S.1(-2-a) 
=- 一 入 co.((-1-a (1-a)S 
ss 三 (LF—a—1)n-, 人 Or 号 《7 一 Cu Ai Car1 
十 (一 一 圭一 Qs, Sa,, 
由 于 a [9]>0, 所 以 当 n>a 时 , (一 ,一 0， 因 此 ,从 上 式 袜 到 


4 二 十 4 二 一 AO {vy>>@)。 
从 而 


pt, 09) =prlt, 0) — 入 oO 0.() =— 胃 0 40. 


由 是 得 到 


局 00) (wD) {oD +) 
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这 就 证 明了 (i)， 
在 (这 的 情况 , a> [a] 之 0。 此 时 有 如 下 的 整数 育 : 
0<a<kt<atl, 
家 0<m»v, 因 著 % 一 z= 二 j, 那 末 


2 m 如 
2 (F—a—1),, 4d* Ot) 一 训 i > (ba~—1)y 4 O32) 
nsp = 三 没 十 
1 二 仿 1 十 223。 
由 于 一 1 < 一 4 一 1<0, 所 以 
(BZ.| < (~—o)n max | 40 人 | 
Uaf<v . 
N 


(3s < a-Dnmax | 立 cl 人 | 
” meNGr . 


j= 1 


应 用 引 理 1, 我 们 见 色 ， 
D1+ B=0 (me) vs{ (pt) (mt) (v0) Hm}, 
这 里 有 一 min(1+5, a- 十 2)， 吏 在 依 8 的 大 小 分 别 选 取 mm 而 估计 
2 十 Za 如 下 : 
当 5 了 E+ 十 1 时 , 取 m= 了 [七 , 那 未 
t{0) 1 (D1 2a) 一口 (2 有 十 人 (5 
假如 53> 十 1, 那 末 取 mm 二 v 而 得 
| i(0) v(t 3) = 0 1, 
总 猪 起 来 ,由 于 十 4 之 (@) , 我 们 得 到 
ba) vi Dt Ba) 一 Oo 有 “二 Oo 
训 
EK,=min (1+6, gt+j+2), 
从 等 式 
av:[ 总 如 (一 避 一 马 | 
一 -How | 访 (j—0), A Oy41(t) — (—1-a) ,8%,(D)}, 


得 到 
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Ha， :各 尾 国 =O(pt)? OC) -m+ BO(vress) vt (ot)™ 
Fie (pe) (vt) 
OC) OD) -HF Op Ot) at), pa, 
双 从 等 式 p,(#$, a) 一 pv lt, 0 一 十 (0) 5-1(4, 十 … 十 45,) 知道 
t pus -pe 人 天 Os) 2 +O)? (p>0) 


i { 湖 见 (8)1， 
这 就 完成 了 ( 边 的 证 明 ， 引 理 5 的 证 明 通过 下 面 的 引 理 6 来 完成 建 
立 了 引 理 6, 引 理 5 的 就 明 完毕 . 
引 理 台 ”假如 2 兰 c, 那 末 有 正 的 常数 了 适合 于 
pult, a) 一 Or 
《证 明 1】 当 (oj) >0 时 ,从 (和 得 到 , 
Ee hi= max [4+ 0,lO(®) +max Ov!| 41 Oat1]) +0 (v7) Ss, 
=0 (p74 Opt) +O (yt) ms, 
我 们 已 经 知道 : 当 一 1<a<0 时 ， 
plt, a) =O00) "7, P=min(loe, 1+6, 2). 
因此 , 从 po 人 的 一 pe 人 (a) ~—1) 40 TO TO , 
得 到 
Po 人 0) =O FO THO ?=00)™, 
这 里 P=min{2, i+a,1+8 一 >0, 1 
假如 (a) =0, 那 未 Ptt, 9) 一 一 高 (四 /-1 4 0 的。 从 而 
pr 人 0) =O0t) OE, 
证 明 完 上 毕 ， 
定理 3 的 证 明 用 到 也 ,(t, &) 当地 入 1 时 的 性 质 ， 现在 建立 如 下 的 
引 理 了 设 b>a>> 一 1,&> 一 1, 4 和 65 都 大 于 一 1 一 0, 0<vi<1， 
提 
Flt, a) =00), fF Plt, a) OC) (Daom， 
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【证明 】 首先 估 寻 P(t, ao)， 对 于 画 数 四 (D) 三 1 的 富 理 埃 般 数 ， 
愉 定理 工 的 等 式 
[eg aus os 下 
得 到 
Fott, a) -| wr (1—wu! dua0o(t). 
从 而 2 Folt, 四 一 9， 或 是 
各 名-2-0) Cl) 0. 
由 是 
Flt, 0)=— 0), D2) O00). 
假如 a= [oj 关 0, 那 末 上 式 可 以 责成 


a _ otl | 
ot F(t, a) = 训 o)r4 SACR 


此 式 是 > (@) ,O(nirt) 一 OUzats e+) 二 0 (pv)， 从 而 得 到 
F(t, a) =0(»). 
其 次 考 典 a> [a] 之 0 的 情况 。 我 们 昂 到 


号 吕 (-2-0 加 00), 
(2 0) 


= 六 (a PO) + SS (aD, 4 Chnld) 
=0(u™) (pt) + OC) 3 (Mt)!=0(p <) 
实际 上 , 当 0 过 wt 所 vt] 时, 4*07( 人 一 0 雍和 由 是 
p> (a), 2 (- 2—0) nn C0) 一 00 =0(»), 


配合 超 来 ,得 到 


32B 第 四 音 富 理 埃 般 数 的 短 对 收 散 与 把 对 来 和 
0 P,lt, a) =00»). 
最 后 考虑 “<0 的 情况， 写 着 Bi= 瑟 Co 当 z>0 时 ， 


FP,(t, a) =—— 马 (ao)。 己 (一 8 一 os。 Sn,_1(t). 
利用 2 一 0,， 我 俩 得 到 
3| (uD (~3—0)rs S(t) =B1+ 0. 


由 于 
B80) Sh) = on) + O(n) O00, 
2 十 工 24frl [1/t]T+1 
所 
B= (0, (~3—o)., B11lt) 
= $ (0).00) = 加 0(pD) 0) (0). 
又 因 z : 


Bi= CO, (~3—0),, 8 
= 名 @. 入 -1-0 40 — (1-0), 0 0 


+ (~2—0), 8%, 0)}, 
注意 到 8 人 一 CEmin (on2 ,大 2] 0; (8) =0(n); 当 vt<<1 时， 
40n(t) = (nt+1) 4Owm(t) +O(D 一 DOD， 
就 知道 上 式 等 于 


鼻 @. 人 名 (1-os00D+o -om 


因此 , 当 a> 一 工时 ， 


人 FF,(t, oa) =Op) (vn 


由 积分 郎 得 也,(t, a) 一 0[( 和 Hon0.9] 0(1)， 引 理 7 证 华 ， 定 理 3 
的 脖 明 至 此 完成 ， 
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亿 ， 加强 绥 对 平均 法 LC, al” 


波山 桂 (Bosanquet) 于 1936 年 鲁 举 例 指 出 [ 偷 教 数学 会 期 刊 J. 工 . 
MM. 8, 1 : 富 理 埃 毅 数 的 码 对 收 做 点 未 必 是 一 个 伐 想 普 山 的 收 伍 点 ， 
这 就 是 说 : Zi 一 cio| < 之 co 并 不 含有 落 全 ]i (0<t<w) 是 一 有 界 
变 差 画 数 .本 节 迹 明 : 取 适 当 的 1 一 节 } (b>00) , 当 了 bio% 一 ot_1| 氨 o0 
时 , 夯 数 [由 ( 份 ]ite 在 [0, 中 上 是 有 界 变 差 ， 眼 如 六 <prai, b>co， 那 
末 当 多 fj ; 引 ] 的 邯 查 罗平 均 outz) 一 on 适合 

Ehlert—osi|<oo | 

时 ,我 们 履 : 人 [及 在 点 gc, 可 用 加 强 息 对 在 均 法 10, xl 求 和 .入 记 做 
极限 {1,} 一 lim o% 存在 ,或 是 仿 (f; 4) =f (4) GO， a|), 


定理 1 假如 {log 分 一 lim of(o) 存 在 , > 一 豆 ， 那 末 当 积分 


| $AOAa (< 一 (o)) 
” 在 在 时 , 画 数 哺 [六 地 的 ]its 在 区 间 [0, x] 上 是 有 界 变 差 , 从 而 wy 是 f 
的 一 个 伐 顿 普 山 的 收 伍 点 。 
[证明 】 我 们 见 到 
BO =P l= to) | -Dr blu du, 
这 里 4 一 一 和 ,5 一 a， 我 们 要 用 前 节 中 的 各 种 记 届 以 及 下 面 的 精 果 一 一 

{1) 和 (2): 

i | o)=0) ?7 (p>0), Flti, 0)=0) (0 天 好 入 有 ， 
a itilt, a) =0(1), F(t, a)=00) (1+ 0") (0<ri<l). 
如 果 对 |of 一 o%_1| 收敛， 那 来 
(2) Gt) = 3 (atl)(as—or FP,(t, oa) (ot1=0), 

从 (DD 中 的 配 (t, a) 一 0(t 驴 , 我 们 见 到 - 


DOO- 《cs 一 5931) 二 FP,(t, 0), 


| 本 池 寡 见 科学 中 孙 ;第 -- 管 ,第 三 期 (1945] ; 290 一 300， 
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事实 上 ,了 icg 一 ao_ | 天 ce， 再 利用 ( 切 ， 从 


得 到 


| za- 人 0 CF) d+) OY =0 0g») 


[lg as lg-oso00g) <0 
讨 明 完毕 ， 、 
定理 工 可 以 拓 广 成 如 下 的 形式 。 
定理 2 疏 4> 一 于 ,2>1, 假如 
Flat—or | (log nn)? <o0, 034 一 0 
那 未 , 当 积分 
| rm $a (0<N<1— (a)) 
存在 时 ,而 数 
[og tl [1™* 的 (的 ] it 
在 区 问 [0, mx] 上 上 是 有 界 变 差 . 
址 明和 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 1 设 一 4 一 <1, b>a> 一 1 ,4 和 55 都 大 于 一 1 一 a, 则 当 
0<<vt 志 1 时 ， | 
Flt, o)=Bll+a, 1+b) +O 
加 上 条 件 和 <1 一 (@) 和 % 宇 1, 则 得 
| logsl tA Ft, lat=0( 00g»)’). 


【 讨 明 】 从 恒等式 Folt, 0%) 宇 0o(b) 得 到 
PF,(t, a) —0olt) ~ ps 0.(- 2 0) nn On (9, 


这 里 
-Co 一 | dosdu=BG+a， 1+5), 
发 %> 21-1， 由 于 


1> Oo 一 ina>I 一 区 > 村 7 和 (2—2)s-s0s tf) 


38。 加 缠 艳 对 平均 法 i|0, a| 
的 存 对 值 不 大 于 
Oo El] (~2—0),l =0CGm 一 0OGt9， 
记 和 (~2 一 0)s-xOn() 对 于 克 生 0 于 2 的 和 为 瓦 . 人 ,我 们 得 到 
Pl, 四 一 0 从 一 号 (0), B,D) 40 
假如 a==[Q], 那 末 当 术 :>a 十 1 时， 
RR 的 一 个 ?Cu 芍 一 Otto) 《更 前 节 ) 
”此 和 精 果 当 让 二 a 十 1 时 也 成 立 ;事实 上 ,在 让 所 mn<ad1l1 上 的 和 
3B;(—2—0)sl =0(E 1+°) —0C8). z 
由 是 , 当 0<w<L 时 ， 
Bl) 0 


假如 4 不 是 整数 , 那 末 写 车 [ 坟 9] 一 ,| 五] 一 2s， 施 行 和 差 变 撞 ， 


”得 到 


BR,(t) = (2—a)n 人 
区 二 ral+l ，， 
= (Ta] —0)m A ts Orm (#) 六 房 《7 人 1—o)z,_, HO 
本 > +t, 一 %)m 4 Ormlt) 十 Oct 二 =0(#°+1) 和 
总 类 起 来 ,就 得 到 了,(t, oa) 一 BU 二 a, 1+5) 十 OC) "+ 


当 % 之 1 时 ， 有 名 使 不 等 式 豆 <1 十 下 <<1 在 区 间 0<t< 上 成 
立 ， 由 是 在 (0, 嫩 ) 上 ,成 立 着 


二 | (10g 二 ”au< 寺 | (ng 区 【14 也 Ee (10g 下 . 
-由 于 本 ($, a) =0TLmin(ty 寻 十 (9), 本)], 所 以 
“og #1 P| a 

-ff -0 fm 于) Livy +o(|， hog te- 此) 


=0 (log »)” 1+0O (log »)?~—0 (log +)”. 
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引 理工 就 毕 . 
【定理 2 的 证 明 】 首先 证 明 
lim llog 引 PP 基 [ $ (tlie=0. 
写 着 种 () 一 BJ() 十 Bs(t), [二] 一 了 ,这 里 
Bs) = Ratl) oros) Flt, oa， 


[®t) :EK 10gt = os—or_1 (log n)?—0o ((108 73)"). 
利用 引 理 1， 
$1 (有 = (a+1) > (g%—o%1) [Oo 人 十 (ED)“41] 


一 (wa 十 了 Co 人 ft cg 十 (Coon Dom 


a=T+1 


由 假设 ve-=-o(D) ,因此 zs= 总 (go4.1 一 go 人 ， 从 而 
llog tl?lo$ < BD |og -一 cgl (og ms 一 o(D， 


= 个 寺 1 
年 [|]-… 则 


od Drool 


n= 二 全 
< Bless (二 Sar-ossl 
R= pT+ 
2 到 
<O(vt )”*i+ [log sl? 人 los—os.,| (log rn)? 
二 到 
<o(llogi|l”) (ft—>0). 


两 者 结合 ,得 到 本 的 一 o(llog 引 -?)， 从 而 
lim (log 办? & (7) 一 lim (log 1)? ($, (2) + 2) ) 一 0. 


利用 这 个 烙 果 ， 就 可 以 证 (OG 在 (0， “) 上 是 一 有 界 奖 凌 国 数 ， 
但 1 一 |log 引 扩 ， 所 要 证 明 的 是 


| | 和 1D50) dt<o0, 
首先 由 引 理工 以 及 马 | ws 一 oil) 二 ce， 我 们 见 到 


9. 富 理 块 圾 数 在 10| 可 求 和 的 点 333 
-人 OOIas <3le-ora|- 下 四 是 呐 G0 lat<o, 
Ne Se 所 以 一 一 0 过 se 过 1 的 话 ， 
rwow a WG0 | + fi Isla. 
当 s 一 0 时 第 一 项 趋 近 于 0 人 (1) =0) , 因此 
| WE It. 
从 而 区 (的 更 (区 EL(0, zr)， 定 理 2 诅 毕 . 


提 、 宫 理 埃 怨 数 在 |C| 可 求 和 的 点 
前 面 许多 定理 ,都 假发 着 具有 形式 
7) =| ep uDan (0<%<1) 


的 积分 依 柯 西 意义 存在 , 而 建立 如 下 的 等 式 : J (四 一 St), 这 里 全 人 
是 一 个 毅 数 ,SO 人 的 收 化 只 梨 着 富 理 埃 级 数 在 一 定点 的 [21 可 求 和 ,而 
逢 不 需要 J () 怎样 存在 的 情况 . 总 的 看 来 , 狼 数 的 和 等 于 某 一 积分 的 
值 ， 下 述 定理 中 的 积分 是 有 “代表 性 ”的 . 
定理 设 5[ 让 在 点 9 可 用 |C| 水 和 , 那 末 当 和 <1 时 ,极限 
lim | "#2[f (0 +) +F 一 (1 人) a 
对 于 足够 大 的 正 数 ¢ 存在 ， 当 SEf; 们 用 |C, aj 可 求 和 时 , 取 o>1+a 
就 好 了 . 
【让 明 】 于 $75| 理 4 中 的 多 (zia, 5), 写 信 
好 一 一 入 ， cA(wu) = 008 (vu). 
假如 . 
SL[f; 0]= PAD0), BA,(0)=S|0, al, 
那 末 我 们 得 到 


lim | Ur (a) (1 三) ¢ (ut)du~— DI (os— 09_1) Fs (t, @), 
。 利用 $7 引 理 4 以 及 所 识 的 条 件 号 1o5 一 of-1| <co， 上 式 右 剖 是 
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一 收 做 级 数 .和 置 =1 就 知道 所 要 的 极限 存在 ,定理 赵 毕 ， 


10. 负数 秘 的 求 和 法 |C, 一 a| (0<a< 了 ) 


首先 引入 一 个 简单 的 利 别 浴 。 
定理 1 假如 光 人) 和 地 ' 避 ) 在 [0, wm] 上 都 是 有 界 变 差 范 数 , 那 末 
当 w> 一 工时， 
SI[f; r=8|0, ca|， 
【 话 明 】 由 于 她 '() 是 有 界 变 差 ,所 以 成 立 着 等 式 
d | Ww HDR | vp liv) + vt (t2)) 7 
0 《 工 一 全 )3 国 


di Jo (ft—u)? 
但 0<p<1， 这 个 画 数 可 以 写成 
tr [tp ] -, : 

它 在 [0， zz] 上 是 有 界 变 差 的 ， $b) 各 全 元 是 这 样 的 语 . 出 是 我 们 
只 要 建立 下 面 的 定理 就 好 了 . 

定理 2 散 0<a<1,4 之 a, 假 如 画 数 二 IW $I- 在 区 站 加 
为 有 界 变 差 ， 那 末 当 s>0 时 ， 

SLf; z=S10, -ar 
【证 明 】 两 个 画 数 关 <“ 和 


pre BT 4 证 他 而 


{ 下 
都 是 有 界 变 差 ,他 们 的 乘积 
TQ- gD) | 庆 du=#"* (A) 


在 [0, wx] 上 也 是 有 界 变 着 .在 这 个 基础 上 ,成 立 着 等 式 - 
GE) eat, 
此 关 和 可 从 下 述 引 理 导 出 ， 

引 理 设 0<a<1i,， (tt))i-o 的 导 男 数 在 0, T) 上 是 有 界 , 那 末 
(4(8))a 等 价 于 Lipa 中 的 一 个 丽 数 ， 并且 《(%( 旭 )-a)s 几乎 处 处 等 于 
htt) (0<t<T), | 

【 引 理 的 证 明 】〗 导 画 数 (XD) -a 一 9 (让 的 绝对 值 小 于 一 个 常数 4， 


10. 下 数 散 的 求 和 法 |0， -4| (0<a<I) 336， 
” 当 0<t<t<T 时 ， 
| hia— hE )ia| AA, 
由 是 可 知 (4( 引 )1-o 在 [0, 了 J 了] 是 全 连续 的 ， 有 界 画 数 9 全 的 (人 蚌 
连 炽 的 .由 是 ,从 


Greg ao ge 

得 到 有 (人 二 (g(t))a, 或 是 2( 科 二 ( 仍 ( 拉 )-o)a， 识 0<t<#, 则 
Tla) {h(EN))a— (hE )a) : 

a | {0) 1 G0" Dido+| (GF—0)1h(v) Ad, 
画 数 h(t) 等 价 于 连 种 画 数 (g(t1))。, 它 的 稳 对 值 构 小 于 一 个 常数 
工 (q)B， 当 #>t 时 ， 

| RN) RO EB 42 "3B ,| 

引 理 镍 毕 ,从 而 关于 办 忆 ) 的 等 式 成 立 . 

发 一 a<<6<<0, 作画 数 


oo) = 人 wire Gwe 


gn(t, B) dt cu。 
我 们 见 到 


r=] G0)) at gut, B)At 


1 Tg 
= Ty) or $0)) -adZol0) 


=— S207 |" Zo(w)ay lw), 
事实 上 , Zalm) 一 0 ( 免 下 文 ). 由 于 
gd 9 1 . 
: 遍 9 (#, 8) a eWay , 
所 以 机 证 Za(w) =0,， 只 要 证 明 , 当 % 是 正 整 数 时 ， 
Jr | 人 一 中 “1 拉 reO8 nt Adt dw=0, 
左边 等 于 
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从 而 上 和 式 成 立 . 
要 估计 加， 首 上 先 话 明 : ZalwW) 0m) (La 当 0<w<r 
时 成 立 。 写 着 


gnlt, 8B)= 


二 汉 + > 人 -1),sin (n—»)t] 


一 主 
人 
> 
Txt By (get, B) + gaalt, 8B)}, 
Zslw) -| 入 9 6| vas (1—o)"t dv dt; 
由 分 部 积分 ， a 
Za(ww) ps tia galt, B) dt 
= Zp,1(W) Zs,aW), 

这 里 

| -于 1+e-a[ (1 0) "1t17 g, st, Bat (j=1, 2). 

Zp,s(W) (BY), 4 [ 起 二 ) t Gn , 8B) 2 

ee 当时 ， 对 于 了 <p<n, 均匀 地 成 立 着 


Se -A 
zy = 1)», Sin (n—»)t= 一 CO(nt 
这 是 因为 左 端 等 于 0 (mn* 总 1 (8 一人。 站 -oa-*。 另 -方面 
(BD,sin(n—r)t 
3 1 i 
一 -2sm 记 六 08)。 cos(mnv 一 坪 ) t+0 (3) =0(5), 
从 而 (8) 一 0 Lt) -3， 芹 设 maoz2, 写 着 


gnome gl, Be 
=Ji+Ts+t+ ls, 
那 末 


w+ 入 
wr wr Ow) Gu) d= Oa0) -ee, 
» 


~ 


_ 1 
应 用 第 二 中 值 定 理 于 了 >, 我 们 见 到 有 Ww' 适合 于 ww 之 w' 二 20v 和 
wt T= O(n) (mmo) ° [本 By > (8—1) | 


一 Ont0) 
施行 分 部 积分 ， 
Is=3| (ti a 83 Se 2 
+ 多 人 [Cw) "i "dt 


us .0 (no 十 2 ny) 
+ Oo) (wt) 
这 里 我 们 注意 


[— (tt (0) 2+) (1+9)W) 
当 t>> 刀 时 ,是 正 的 ,从 而 


o<|- [#0 te dt 
oD toners pl Cw) ee dt 
—O(w e673). 
由 是 , 当 nw 庆 1 时 , Za 一 wt 十 Ta 十 Ia) 一 O06) 
现在 研究 2s,a(w)， 将 其 中 的 和 改 和 为 


-DD, Wn Cs (8—1)-, sin vt， 
我 们 多 到 
A) Z a2) 一 二 1 at BY)at 


-| “ (G0) 0 goalt, B)dt du 


-fr 


+ 和 ga PY) btw) dws, 


和 ga 人 B) | wrt—u) + du at 
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最 后 的 积分 等 于 : 
Bla, 9~at+D) | ga B) = 了 Be g~at1)g,.slw, 8) 
=0((8—D)) maxlsin wtsin 2w 十 … 十 sam pwr| = OCmw) 1(8),. 
还 有 一 个 积分 等 于 
人 过 a pf we (1—o)" dv dt 
,mS | ‘ual, PY gs, 
这 里 妈 <4 < 区， 由 是 可 知 
Zs,aW)=O0n tw nd) =0m) 一 
因此 ， 
Zalw) = Zo.1(0) + Za%) —Om0) -ee Orme) ~, 
由 是 , 当 nw>1 时 , 26(w) 一 O00mw) -4 成立. z 
在 mv<1 的 情况 ,我 们 应 用 gn(w, 8B) 二 0lmov)， 由 是 ， 
wr Cw) te gnlt, Bd 小 (~w)"+ On) a 
=D (nw), 
对 于 在 (2w， T) 上 的 积分 ,我 们 还 得 应 用 g(t, 6) 一 0(mt) 从 
wee (Ea) egalt, B)dt 


2 0 (ns) or (£ 一 九 ) 侈 一 二 £1-4-8 ar 
和 


—O(rme)-e be D1 is dy—0(m)-s, 


合并 起来 ,我 们 得 到 Zs(w) 一 Omev)~3 (nev 过 2 ， 因 此 
Zaolw) =0mm) H+) (OZ<w<n). 


现在 将 这 个 结果 应 用 于 
盖 - -最 到 人 Zelw} a (w). 


我 们 见 到 有 常数 下 适合 于 


一 一 mg 一 虽 pr 


10。 看 数 狼 的 求 和 法 |， -al (0<a<1) 399 


人 


1 
[< ew) ea + -elap |, 
团 . 且 (ww) 一 卫 n? min {(mw)~4，(mw)-6) ,基因 一 和 B+a 都 是 正 
数 ， E » : 
Hlw)— 卫 wx) 十 Ent(mo) ee 


-| _O( 常 
< 一 各 + 于 友 一 0 常数). 


从 而 
14=1 各 
定理 2 诅 毕 . 和 
在 $4 中， 我们 证 明 有 界 变 差 画 数 属于 Lipa (a>0) 的 内 , 它 的 


， 富 理 埃 般 数 炮 对 收 般 . 哈 戴 - 立 胎 尔 伍德 (J.L: M. 8. 第 三 乱 , 1928) 
把 它 拓 广 成 如 下 的 形式 :假如 有 界 变 差 画 数 属于]Lip(k; 2p) ,就 是 发， 


[FA -#0—h) ?d=00), 
那 未 当 如 >1 时 ,GL 了] 绝对 收 化 他 们 并 且 州 明 : 假 加。 
jE€E Lipa | (a>0), fE€ Lip (4, 于 ) (s>3) 
那 末 SL 有 ] 想 对 收敛 . : 
这 里 建立 如 下 的 
定理 3 二 了 是 一 有 界 变 美丽 数 ,了 & Liph, 那 未 当 a 之 一 十 
时 ， 二 


SE HG io KO lap) <0. 


G [f; 01=f(0)10, al. 

又 等 式 S[f; 外 一 J(9)(0, PB) 当 B> 一 喜 届 + 攻 时 成 立 . 
这 个 定理 以 及 上 述 哈 戴 - 立 胎 尔 伍德 的 定理 都 包含 在 下 述 定理 中 ， 
定理 4 识 1(0)€ Lip(h, Pp) ,0<h<1, lp<2ep, 


~ 1R1 2 一双 ) 十 aa (2 一 1) 
lhp< hpa, 区 2( ps— 1) 
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那 末 当 a> 译 x 时 ,SS[f; 6] 一 f(0)1C, xl、 又 G6[f; 四 一 FOXC,B) 
” 当 pB>> 一 x 
由 于 x> 豆 ， 所 以 当 可 = 到 = 也 p14 一 oo 时 ， 定 理化 为 上 述 险 烧 和 


立 股 尔 伍德 的 定理 . 
要 证 明定 理 4, 首先 建立 
拓 广 的 歼 斯 不 等 式 (参见 哈 戴 - 文 觅 尔 伍德 于 1986 年 在 丑 克 数学 

杂志 (Duke Math, J.) 上 的 答 攻 ) 设 了 (0+2x) 一 (0) E17(0, 2n)， 

亿 一 0) 了 (0), 则 了 的 共 枉 画 数 

¥(0) ee 


适合 
Fg sare. nf pe 
这 里 p>1, -p<g-1<p. 有 
当 廿 明 时 ， 不 妨 假 说 (9) 在 (x 一 8, r) 上 的 画 数 值 是 0, 这 里 
8E( 扣 ,= )， 事 实 上 , 写 着 了 (9) 一 J1(0) 二 fa(0)， 
FO -FO (0<O<r-8), (0) -0 (wm-8<0<n). 
” 且 发 方 的 共 地 画 数 为 广 : 
PO Es pd (j=1, 2). 


0 COsp—ceos0 


那 末 
<9™*13,(0) lra0 


sin 8 
Le Cosp—cos6 og fp)dap| 


| "| FC0) joa9+| 可 


“OD [17 (0) |? dg+ (neon Pe go faa di dag 


<0 fs(0))r a, 


10. 基数 圾 的 来 和 法 |0， -0|(0<a<l) 341 
0 是 常数 ,这 里 应 用 了 原来 的 获 斯 不 等 式 ， 由 是 
| 入 jags 开 人, 0)| 01fs(0) |r og. 
假如 证 得 f1(9) 和 六 (9) 之 问 也 有 如 上 的 不 等 式 , 那 末 从 
(ey O09) < 017, 109) 


2 Tz $ 全 
<E(xJ olP(OD1?a0) <(2F | O71(|F1C0) e+ [FA0) 4) a0) 
得 到 
人 oF (0) led0<2E| Fa 
因此 ,我 们 只 要 荆 明 
[olF 0) Pag < 下 | Oelf0) lr dg 
好 本， 发 侦 面 教 U() 一 /(b)tan* 避 (0<0<m, 8 一 一 他) 的 共 辆 面 数 
8 
70)= 二 | oD UCP)dp, 
则 下 原来 的 黎 斯 不 等 式 ， 
ee | IU(0) lr go. 
假如 w(0) =¥(0) tane 0 一 了 9), 那 末 ,由 于 sec* §>1, 从 


MEIORTAT ye oo a4 OD If(0) ?dg 


< 人 0 erat [VCO) lrso0r G09} +E |f(0) lrag, 


我 们 只 要 族 明 
r |w(0) ?seo 号 fag<r| A 


”就 好 了 。 号 着 5 一 tan 总 豆 ; ”一 ten 分 ， 则 得 
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Sin 4 é. 9 
co8f 一 二 6085 E21— Sec 太 . 


从 而 
0- 寺 angle 


二 。 
| oe 避 gg， 
_ EPE 
芒 (é, 9) (Pe) » Oe. 
wo) 一 二 | ,WU 9) seo! dp, 


| [ew(0) |? se0? dg 


=[ hw) | 工人 WUCg) wa [a 


<2| We, pv0, ha 


< 于 [| tw G0, pyr a9 ap]” le von] 


| 
中 i a 
这 里 5 


环抱 一 | 人 | [+ 的 cr 人) |, 由 上 ， 


1 
了 


DG, 9)= vn [rarey()” te 

识 nm/6=， eS 
我 们 得 莉 

Jelwt0) lr se0r a0 


i 


< 引 站 wd) sow ag] [| IDC) |?seor 鲁 dgp 


10， 基数 艇 的 求 和 法 |0, -zl (0<a<l) 343 
从 而 | 
fen) pp se Sd0< (0) 人 zw) seo* 多 dg， 
这 就 完成 了 拓 广 的 黎 斯 天 等 式 的 证 明 . 
利用 这 个 不 等 式 ,我 们 建立 关于 .一般 数 的 引 理 . 
引 理 1 发 Be) 在 |z| <1 上 是 正则 的 , 它 具 有 如 下 的 边 值 责 数 ; 
9 =F(0) =9 (D+, pH —D=— 40; 
MAG OE CL A Cr 十 0) 
(p>1, 0<t<1, g>0), 
那 末 当 "一 1 一 0 时 ,对 于 一 切 导 图 数 了 小 (x) , 成 立 着 
| IF (Cres) |s10|-e 80= Of (1—r)-]. 


【孝明 】 锥 2 一 re*(0<7<1), 则 因 g() EZ， 让 PD) 等 于 


下 gle dt sp f a 
CE 一 分开 2 (et—r)ir . 


Ce 

Ee Ot m0" gO fer at 
相 加 得 到 
| Fo (= 如 co [gt 一 分 ]6 df. 


eit —7)1 +f 


({ Po) p19 wo) 
z < 芭 上 (| ,lg(0+D -gD Pp |- 六 Ta 本 Tar 


册 手 纺 的 偶 画 数 沙 (9 十 芒 一 峭 (9 一 芒 是 一 放 g(98 十 们 一 g(9 一 从 ) 的 实 部 ， 
利用 拓 广 的 黎 斯 不 等 式 ， 


ee+D -p00) lO a0—0( tle"). 
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从 而 | 
[lg@+D) g(t) 0 dg =0 (It), 
Jire li a0-0 (| Tse) =0 C1—r)D). 

引 理 1 证 毕 . | 
引 理 乙 设 0<k<1, p>1,F9(2) 在 jz|<1 中 存在 , 则 当 9 之 0 时 ， 
G) [lr .nl0l-r 0 =0 (—r)rs 

合 在 
Gi) {ig(G+) ~—g(0—) 10)-s d0~0 (tl) 


中 ， 当 g=0 时 , 0 含有 (ii) (网 德 国 数学 时 刊 (Math. Zeits.) 第 二 十 及 
” 千 上 哈 戴 - 立 脱 尔 伍德 的 论文 ). 
【证明 】 从 全 ) 到 区 的 姓 明 , 见 引 理工 的 证 明 . 
引 理 久 ” 改 一 般 数 丈 (z] 二 6,z? 在 |z| 之 1 中 收 伍 ，z 一 ret， 
p>1, O<t<1, Og<1, y+pt>1, 
当 ”>1 一 0 时 ,假如 有 9(z) 适合 于 


[im 11-a) "dO ) es), 
那 来 笑 数 器 ou 当 o>ao 一 thax ( 喜 一 上 刻 一 ) 时 ,可 用 10, a| 平均 法 


求 和 . 
【证 明 】 起 4==re*, w=pes, 则 因 ZCo)n Tw 加 一 2 (示人 一 2 


(区 一 总 (a 一 了 ,vev, 我 们 见 到 
pe | (wer (ww) (1— ww) -oadp 
一 | (2— ww) “人 [wr (0) (1—w) *ldw 


一 了 1 十 了 3 十 了 3， 
”这 里 


10. 起 效 级 的 求 和 法 1C -9|{0<a<1) 345 
Lhe- n)a, 
x1(W0) = FD), ow0) = (0w), aw) aw" (w) (1—w)-1, 
当 诈 明 时 ,不 妨 假 二 p 拟 2， 事实 上 , 当 p>>2 时 ， Wn 
1 一 5 一 一 2 十 2 一 2 
p 


我 们 紫 到 
(ls 
下 Ii1—z|" 
<(| ro (| db 四 证 
| 1 sl (TP) 7 


<( 人 年 科 二 (ne) 


这 里 s 忌 二. 
首先 话 明 关系 


(| Dl a0) -0 na) 
当 j=2 时 成 立 ， 实 际 上 ， 
(| 上 (za wl ow F' 


? o 


<2|， 《7 一 P)“ 人 do 


[iw 
-o([ (rp)"(1—p)* dp). 


最 后 的 积分 等 于 
Il ， 呈 一 下 六 gtif1 . 
re Epp dp 
1 
~ 1+a + 行 2 
对 于 了 的 处 理 法 ,也 可 以 施行 于 瑟 ; 从 而 | 五 j 的 积分 也 是 
O((l—r)} te Dre), 


对 于 Te, 我 们 首先 注意 


人 p)s+zado=O(( 一 ra 十 0G)。 


a48 第 四 宣 客 理 地 数 的 统 对 收 角 与 于 宁 和 
(we =0( 0) 1 we); 
因此 
(tmpa6) =0(f Grp -pp dp) 
=0((1—r)"rm). 
总 烙 起 来 ,我 们 得 到 


DE 


左边 是 p 的 境 加 夯 数 . yn min(p, 2)/ (min(%p, 2) 一 1 , 由 豪 施 多 
甫 的 不 等 式 ， 


( 吝 ee 


年 ?一 (1 一 二 ), 则 得 


wo 


全 ie 六 or 
由 于 cx>xno， 所 以 
2 区 | < 时 4 十 全 十 | 上 十 生 直 |] 到 | 十 十 | 砧 |) 
三 0(S 1 人 =0O{1), . 


引 理 3 十 毕 . 
系 卫 设 p>1, 0<E<1, kip<1, a>ao, s=res, Pl(2) = Bo, 
则 当 
(ws) orelD 
时 ; 医 数 于 0,e™ 可 用 |0, a| 年 均 法 求 和 |. 
当 证 明 时 ,不 妨 假设 0 =0. 设 1~-pf<g<1, 百 =、/ (一 门 5 十 9， 
则 当 六 -并 时 ,| 五 * gdp 一 0((1-7) 9) ,| Hp dp =0(1). 


用 | 态 (ree) 在 0<o<st 或 托 9s0 上 的 积分 为 Gtr, 们 , 那 末 


人 Ceeemjrap=o 
0 
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| IF Hap 
-Gr, mr) (Hl) ta + ) G0, WH- pdp 
=0((1—r)) +O(G(, (1—7) (1—7)7)) =0(( 7) ?). 
同样 的 精 果 对 于 | iF'(:) | 五 * dy 也 存在 ， 因 此 
,ml Hap O01—r)m), 
由 是 可 知 引 理 3 的 条 件 成 立 , 引 更 3 完成 着 邓 1 的 证 明 . 
系 马 设 p>1, 0<h<1, a>ao. 假如 了 (2) 二 玉 0.29 (2 二 76") 满 
{fr lr ap=001—r)"s), 
在 (sa) 的 正剧 点 es, 般 数 也 ce 可 用 10, | 平均 法 求 和 . 
事实 上 ,在 哑 > 工 的 情况 , 系 2 是 引 理 3 的 直接 千 果 ， 对 于 ph 所 1 
时 的 证 明 , 我 们 不 妨 假 设 9=0, 那 末 4 一 1 是 国 数 


Gz) =F()— F(z=c0t (01— PF'(1))z+ pt 
的 一 个 正则 点 ,并 且 0'( 了 一 0， 由 是 信介 一 0011-8,) (31)， 
[1 his) dg= 0 7) Ys). 
由 下 再 83, 下 数 oo 十 (e1 一 (了 DD)) 十 加 6 当 a>ao 时 ,是 |0,a| 可 和 的 


条 2 证 毕 . \ z 
从 引 理工 和 引 理 3 我 们 导出 下 壕 


定理 与 改 几 (是 于 (7(O+ 纹 一 Ag 一 及 ) 的 共 板 画 数 ， 在 点 9， 
假如 有 9 适合 于 9 十 08 盖 1 当 4->0 时 ， 
[Wt le d=00), 


那 示 人 [f; 外 是 10, a| 可 和 的 , 但 co， 
【 诈 明 】 设 全 [fj; 引 一 2 4.(t), 2 一 re?, 了 (2) 一 宛 4 有 2 那 末 


a 第 囊 章 ，” 富 理 埃 检 数 的 绥 对 收 倒 与 轩 对 了 永和 
由 () 是 也 (z) 的 边 值 而 数 虚 部 的 共 辐 丽 数 。 由 引 理 1，- 
| etreoPlel dp =0 C1—r) es). 
由 引 理 3, 般 数 对 4,(9) 可 用 |CQ, a] (a 之 oo) 平均 法 求 和 
【定理 4 的 就 明 】 简写 4 二 |f(t 十 用 一 f(t 一 有 |, 划 由 严 耳 要 不 
等 式 ， 
[sa<(|e” "ae (| 4a a 
将 假设 了 E Lip (和 9;) , 1<p1<2<ps 与 上 式 相 精 合 ,得 到 
| 全 as 4 和. 
由 于 共 正 醉 数 也 满足 同样 的 不 等 式 ,所 以 从 定理 所 一 2x>1, 知 道 : 当 


1 
ad>F—* 时 ， 


S[f; 0 =f(0)10, al. 
让 明 完毕 . 
系 1 误 f€ Lipe (e>0) 有 fELip(b, 了 了) (b>), 则 SEA] 
绝对 收 化 . 
”这 是 哈 功 和 立 股 尔 伍德 (1928) 的 定理 ,可 早 pih1 一 1, py->0 于 定 
理 4 而 得 到 它 . i 
系 吕 裔 了 是 有 界 变 盖 且 属于 Lip (%, Pp), 划 当 hp>1 时 , [ 几 
稻 对 收 化. 
”这 也 是 哈 戴 和 立 脱 尔 伍德 的 定理 , 可 置 p1 一 hh 一 1 于 定理 4 得 到 
它 . 了 是 有 异 变 差 等 价 于 JE Lip (1, 1). 


11。 富 理 埃 系 数 与 |C,a| 求 和 ， 严 各 模 数 与 
1C, a| 求 和 .1C, a| 求 和 因子 
识 
7(O)~ 下 om+ 轴 Co eos m9+b sin m0)=S[f; 9 
对 于 名 [ 力 的 |C, at 可 和 性 ,条 件 


辣 。 定理 埃 采 数 与 |C, ci 求 和 。 媚 纺 民 数 与 |C， ax| 求 和 。10， cj 永和 因子 349 

GD 习习 V 柄 F 态 <oo 
是 必要 的 ”. 名 在 假 识 
2) Bg ol tl) < (I<p<2,0>0) ， 
我 们 证 明 : 

定理 1 假如 两 个 差 列 4: a) 和 {4" 5,)} 都 是 单调 , 那 末 当 (2) 成 
立 间 且 条 件 (1) 对 于 0<a<1- 成 立时 , S[ 放 几乎 处 处 可 用 0, aj 
平均 法 求 和 ， 

[证 钠 】 向 写 4=| 邹 |， 


py 一 下 十 工 


的 二 > (ga 一切， va, eos »0, 
50 全 bp (gD) vb, sin vO, 
#0) = Dal) vr, oos vO+b, sin 0), 


E31 


下 面 的 区 i, 民 ，,… 都 是 常数 ， + 了， 我 们 见 到 


+L 


| lil0) a Cg) ia 

当 < 届时 ,(a 一 so/ a 由 豪 施 多 带 的 不 等 式 , 最 后 的 积 
”分 小 于 

Ks {Be latet lal. 


因此 ， 
1 1 S rp 了 
en 上 5 os 六 十 六 "lo | 0 


Ks(y nn)!) i in Dr lose 于 | 可 ny), 


4， 这 是 卫 . 之 格 员 受 良 兹 于 1925 年 载 在 法 国 杂 志 上 发 表 的 定 更， 
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这 里 .= (log n) #ir， 因 此 


_ 
内 一 n(a)n 


1 


| lt0) a9< Kol +15.1") SD er 


< Ed| 训 Qo)eadla lot 15.1D} 
从 而 自 数 器 二 霹 ]|。 | 如 (9) 139 收 钱 . 


让 于 <1, 所 以 当 > 培 加 时 ,>(a 一 二 是 增 大 的 ， 从 而 存在 如 下 
的 % 和 和: 


ON (的 一 外 和 六 moos 280 (nn<nen, | | < 到 二 ， 
ED 
8(0) = 去 ， oO) ~—=008 8, 1, 00) =008 90，…; 
os(0) 60"1(0) + 4+) (vl, ;n=0, 1,..), 
则 因 6 四 的 息 对 值 小 于 Kg! (0<9 所 5) ,所 以 
e008 


-四 Vol 00)) + A errs (oht!(0) ~otih (0)) 

的 超 对 值 , 当 0<29<z 时 ,小 于 
Ko Dr SB(4 qz | 十 | as ), 

由 于 {4!'w,} 的 单 油性 ， 
从 而 
3 cos v0 < (hens + lad). 
ET = f= . 
因此 , 当 (了 D 成 立时 , 也 |O.(0)| /mla), 当 0<0<zr 时 收 化 ， 同 样 可 姨 


318S,(9) | /mn(a)。 在 (0, m) 上 政 伍 . 
由 于 (am(8) =c,(9) 二 8a(0) 十 (9) ， 所 以 般 数 


11. 富 理 块 系数 与 iC; a| 来 和 、 玉 盾 模 数 与 10;, al[ 求 和 。10， | 承 和 因子 361 
SER) (x<0<n) 


儿科 处 处 移 对 收 化 ， 事实 上 ,从 呈 志 必 一 |1(0)1a9 的 收 敏 ,知道 和 
数 
ORG 


三 
几乎 处 处 收敛 ( 富 列 居 的 定理 )， 证 明 完 毕 . 
转 别 ,假如 (2) 当 p 一 2 时 成 立 ,用 数 
S14 wl a9) 


n= 庆 
当主 时 收 铬 ,这 是 王 斑 春 的 定理 , 群 见 $3. 
发 FE (0, 2m)，p>1, 我 们 称 


of, Dw) = sup [ (| FC0+#) 700) Dy 


Qt 


为 周期 责 数 了 (外 的 次 模 数 、 当 f 了 具有 连 种 性 时 , wp(8) 是 Pp 的 增加 
而 数 ; 此 时 易 知 
wa(h) = Sup, max [F848 —f (0)|. 


通称 w。 以 ) 为 了 的 回炉 借 数 , 简 记 w(%) 一 w.(f, 训 )。 当 
| olh) =00") (a> 于) 


时 ,E[ 亡 相对 收 全. 这 是 我 们 所 已 知 的 定理 ( 灵 恩 产 坦 ,1914) , 此 时 才 


数 马 o (过 ) / /元 收 喜 . 
希 斯 治 普 (Hyslop, 1937) 证 明 : 当 f € Lipa (0 一 < 总) 时 ， 


SL]=f(0)|0, 寺 ~ate| (>0), 
- 引 时 毅 数 另外 (三 ) /mr (w>>0) 收 做 


. 由 因 斯 坦 的 定理 以 及 区 斯 洛 普 的 定理 都 包含 在 下 诡 松山 0 Mat- 
guyama, 东北 数学 杂志 (2)2, 1950) 的 定理 中 . 
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松山 的 定理 车 了 EzZz(0, 2x), 用 当 毅 数 


OO 


政 伊 时， [四 可 用 |C，a| 平 均 法 求 和 ;但 


1 
2 
1i<a< 1 .+min,s n(2—p) _ |? (p<2), 
min(2, p) D 1 1 Gs 


2 
条 件 ( 见 偷 较 数学 会 期 刊 (J. 并 . M. S.) 1955) 


Rg (wg) ) (8>0) 


含有 器 ( 吕 二 5 (log 站 1<co， 从 而 由 王 醒 春 的 定理 ,名 [ 轧 几 乎 处 处 
可 用 |C， al{c> 豆 ) 在 均 法 求 和 但 是 ,在 上 述 条 件 下 , 笑 数 


Sp (1) ni (1<n<2) 


收 伍 ， 从 而 由 松山 的 定理 ，G[ 亡 -79) |0， 到 | .就 是 枫 , 下 述 定理 让 
立 : 

定理 已 假如 wa(f; =0((1og 4) ) (8>0), 导 未 8[ 站 处 . 
处 可 用 |C， 雪 | 在 均 法 求 和 |. 


设 玫 的 富 理 埃 级 数 是 S[ 朋 一 允 4,(0)， 假 如 有 数列 {%,}, 对 于 任 
一 人 [ 力 , 能 使 ZX 4d(2) 傅 某 种 彻 对 求 和 法 求 和 , 那 末 {%} 是 富 理 埃 
般 数 对 于 这 种 求 和 法 的 求 和 因子 ， 程 民 德 于 1947 年 在 美国 丑 克 数学 
杂志 (Duke Math. J.) 第 十 四 吞 上 发 表 了 如 下 的 
定理 3 改 G[ 门 = 了 4,(9), 则 当 a>1 时 , 般 数 袜 Xs 4( 作 几乎 
- 处 处 可 用 |0, al 求 和 法 求 和 ,这 里 人 
。 ， 1 
log1% 一 log(log1_1%) n>no 《足够 大 的 no)， 


(g>0), 
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依 程 民 德 的 验 法 ,定理 8 中 的 {还 可 以 提 得 抽象 些 ; 便 如 印度 的 
渤 克 雪 腊 (Dikshit) 于 1958 年 在 印度 杂志 上 指出 : 定理 3 的 {Xs} 只 要 
满足 如 下 的 条 件 : 


(1) An >O, 


就 够 了 . 当 g。(t) (0<t<m) 是 有 界 变 差 时 , 程 民 德 (1948) 也 得 出 10， a 
求 和 因子. 在 这 方面 的 研究 ,日 本 和 印度 都 有 些 发 展 . 


12， 概 对 获 斯 来 和 ， 相 对 辑 机 特 求 和 
机 0<N 人 co, 4>0; 对 于 号 a,, 作品 的 画 数 
4 一 习 一 it， 
当面 数 w-* 及 (w) 在 下 六 禾 ( 思 ,oo) 上 是 有 界 变 差 : 
lao Ao))| < (>0) 


时 , 称 般 数 守 a 可 用 | 有 ,和 ,| 平均 法 求 和 ,这 是 指数 b,%= (ho 和 
类 型 的 黎 斯 平均 的 码 对 求 和 法 ,此 时 极限 
lim or 4(o) 
-存在 ,极限 值 号 是 吾 a 的 (BR, 和 %, 有 ) 和 ， 乔 记 做 
BoB|R, hb. 
因此 ,上 式 包含 着 4,=S (BR, hh, 有， 
关于 | 五 , 和 %, 5| 在 定理 埃 般 数 上 的 应 用 ,许多 研究 ,是 以 
(1) Mn=exp(log ni+a (n>0) 
做 类 型 的 , B 是 常数 .保障 等 式 
2) [Ff;0]~f(0)|R, %,%| 
”成 立 的 条 件 ,往往 是 如 下 的 形式 : 


@ [lalog 下 |< GR) 
。 指数 上 是 和 a 有关 条 的 ， 这 里 
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se A 


ob) =IFOHD +FO—0)). 


总 的 说 来 ,我 们 可 述 如 下 的 定 表 : 

定理 1 在 类 型 (1) 的 情况 ， (2) 当 (8) 度 立时 成 立 ; 但 a, 8, B 和 % 
之 问 ,满足 下 面 关 采 : 

(i) a=B=—B=h~=1(R. Mohanty, P.L. M 8， 1949)， 


《这 a>0, 8=1, 也 一 二， k=g+1(T. Pati, T. A. M. S. 1954). 


Gi) a>0，B>0, B 一 全,b>a( 松 本 ,东北 数学 杂志 (2)9,1957). 
求 和 法 |, log n, 51 (8 > 0) 对 于 富 理 埃 籽 数 , 也 有 应 用 泉 
(Izumi) -河田 \Kawata) 于 东北 数学 杂志 45(1988) 上 , 诈 明 关系 
在 条 件 (7(8+ 汶 一 /9 一 二 (log 于 ) =0G)(8>0, 1->0) 下 成 立 ， 后 
来 松山 (东北 数学 杂志 (2)3, 1951) 将 泉 与 河田 的 条 件 改 验 为 
FO+) ~f(0 -t=0 (1og 1og F) (8>0,t-»0). 
在 同一 淋 志 .上 , 洲 内 (GQ, Sunonpehi) 证明: 当 和 时 ， 等 式 
(4) ELf; 0]—f(0)]R, logn, a 
在 条 件 | 1 各 从 |<ee 下 成 立 。 后 来 ，R。 Mobanty-8. Mahapt 在 
(德国 ) Matb. Zeits. 65(1956) 上 ,指出 : 假如 机 数 
Qog FE) [OHH~HO-)} LE (Gi<n) 
是 有 界 变 差 , 那 未 (4) 当 >0 时 成 立 . 
一 般 地 就 ,| ER, log n, 1| 对 于 全 [了 ; 们 的 求 和 ,和 井 非 了 在 点 9 附近 
的 局 部 性， 这 是 在 1950 年 , 泉 从 一 以 及 RR. Mohanty 分 别 在 东北 数学 


杂志 和 偷 教 数学 会 期 刊 (J. L. M. 8， ) 上 证明 过 的 。 束 信 一 的 定理 是 下 
述 记 局 利 \9. Kumari) 定理 (1959 年 的 印度 科学 摘要 ) 的 特殊 情况 : 
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定理 设 1<p<2, fE€ (0, 2x), 等 式 


EIf; 0 =f(0) |B, logn, | 


. 的 成 立 ,关联 着 整个 了 的 性 质 而 不 是 了 在 定点 9 附近 的 局 部 性 . 


我 们 还 应 该 注意 下 这 事实 : 起 
7J(O)~ 豆 二 习 (os oog m0-+b, sin nf). 


假如 在 点 9, 圾 数 


by tn COS ?0 十 Ban ro 
= nlogn 


起 对 收 伍 , 那 未 SEf; 9 一 JL9) | log n,1| 是 了 在 9 的 一 个 局 部 性 ， 


这 是 描 哈 脱 (S. N. Bhatt, 东北 数学 杂志 11, 1959) 的 定理 ; 它 是 泉 们 一 
定理 的 改进 . 
我 们 提 到 过 类 楼 特 (Nirlund) 求 和 :对 于 ,二 4o 十 … 十 ,假如 
>0) 
当 mw->ce 时 ,有 极限 5S, 那 来 荆 o 一 S CN, p,)， 假如 信 } 是 有 界 变 盖 ， 
那 末 荆 四 一 8| 六， ps| ,这 里 刀 ->S， 拇 楼 特 攀 对 求 和 法 ,是 具有 概括 性 


的 .例如 人 1a4(D)1<co 含有 名 [7; 9]==f(9) 1C, 81(3>0)， 这 是 波 


“山村 的 定理 , 乃 是 下 述 拍 蒂 (T, Pati, J.L. M, 8. 34, 1959) 定 理 的 一 种 
有 特殊 情况 : 


:Fee 


定理 3 要 六 >0， 2 十 …… 十 Do 一 到 ,一 co， 假如 两 个 数列 
(nl)p a P, 
人 | 和 二 总 5] 
以 及 责 数 加 (0 志 t 导 mm) 都 是 有 界 变 差 , 那 末 
SIf; 0 =f0) 1N, pl. 
事实 上 ， 翁 Pp 一 (5), (0<5<1), 就 知道 所 壕 是 其 的 ， 
另 一 方面 , 焚 西 尼 (O. P. Varshney, PAMS, 1959) 证 明 : 当 史 人 


在 1D; 上 是 有 界 变 差 时 ,总 | 可 和 的 ， 在 这 方 


jg % 十 1 
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面 ,印度 和 日 本 都 有 一 些 研 究 . 
近 几 年 来 ,我 国 数学 工作 者 , 有 关 $§ 11, §12 两 节 中 的 事项 ， 有 不 
少 研究 , 陆 千 发 表 在 “数学 学 报 , “复旦 大 学 学 报 ”, “杭州 大 学 学 报 ” 上 
里 只 不 过 引入 端 署 , 未 能 群 述 许多 车 果 , 加 以 证 明 ， 写 这 几 行 , 以 精 
束 本 节 . 
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